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Eléments de correction
PARTIE I

Supposons que £ (E) contienne un projecteur cyclique h. Pour tout a,a € E, ona h? (a) = h(a),
donc un cycle de h est nécessairement de la forme {a} ou bien {a, h (a)}. Comme c’est une partie
génératrice de E, il vient dim E < 2.

Réciproquement, si n = 1, idg est cyclique car pour tout vecteur a nonnulde E, Ci = {a} estun
cycle de idg .

Simn — 2, etsi (ey,ey) estunc basc dc E, la projcction sur vect (¢; | c2) parallélement & vecet (c)
est cyclique car admet pour cycle {e1, f (e1)} ( Vect (C2) = E car (e, f (e1)) est une base de E,
fler) #evet f(C2) CC2 car f2(e1) = f (e1) = e1 + ea).

En conclusion les valeurs de n cherchées sont[n = 1 et n = 2],

(@) * Lapartie C7 = {e1,e,...,en} estuncycle de f, car vect (Cg) = F, card (Og) =n et
f (C’;ﬁ) = {ey, €3, ...,en} ctainsi f (C’;) c Cg.

* rg(f) =rg(f(61),f(62),...,f(en)) :rg(621€3="'16n) =n-1
+ Lamatrice A étant triangulaire, on a y 4 (X) = X™ 1 (X — 1), donc le spectre de f est

{0,1}.

On a dim By (f) = 1, car 1 est valeur propre simple, et dim Eq (f) = 1 d’aprés le
théoréme du rang.

Or f est diagonalisable si, et seulement si, dim E1 (f) + dim Ep (f) = dim E donc si, et

seulement si, .

(b) * Lapartie COH1 = {61,62, - Z e; ¢ estun cycle de g.
En effet, vect (C2H) = B, pulsque ZS’ engendre E ; card (CZ™) = n+ 1 et
g (Cx*) €9,€3,..., Z e, 61} et ainsi g (CTH) C CZH, puisque
n

x Ona g™ (e;) = e; donc, pour tout élément z de la partie génératrice CZ+!, ona
g"*t (z) = z et par suite g"! = idg.
Le polynéme X™*! — 1, annulateur de g, est scindé a racines simples, donc
| g est diagonalisable |
Comme 0 n’est pas racine de ce polyndme, 0 n’est pas valeur propre de g, donc g est

inversible et .

(a) Si CF estun cycle de f, c’est une partie génératrice & p éléments dans un espace vectoriel de
dimension n, donc .

(b) Sirg(f) < n—2 alors dimvect (f(a), f2(a),..., P! (a)) < n— 2, donc
dimvect (CE) < n — 1 ce qui est contraire & vect (C}) = E. Donc| rg(f)>n-1 ‘




4,

(a) Lexistence de m est assurée par le fait que E' est de dimension finie. On peut remarquer m < 7.
Démontrons le résultat demandé par récurrence. A tout entier naturel k£ on associe le prédicat
P (k) : f* (a) € vect (F).

* Par définition de m, la famille F est libre et en rajoutant le vecteur f™ (a), on obtient la
famille liée (a, f (a), f*(a),..., /™ (a), f™(a)). Par conséquent f™ (a) € vect (F) et
la propriété P (m) est vraie.

* Soit k un entier naturel supérieur ou égal & m tel que la propriété P (k) soit vraie. Montrons
Pk+1).

Alors f*+1 (a) € vect (f (a), f2(a),..., f™(a)) etalors f¥+!(a) € voct (F) puisque
f™ (a) € vect (F). La propriété P (k -+ 1) est donc vraie.
En conclusion| Vk € N, k > m = f* (a) € vect (F) |.

(b) Le (a) implique vect ({f*(a) | k € N}) C vect (F) et par suite vect (CF) C vect (F),
d’ou E = vect (). La famille F est donc libre et génératrice de F ; par suite
| F est une base de E et m = n

n—1

(c) Soit @ € Crh—1 [X], Q = Z br X*. Si Q estun polynéme annulateur de f on a notamment
=0
kn—l
Q (f) (@) = 0 ce qui s’écrit Zbk f*a)=0.
k=0

La famille F étant libre cette relation impose V& € [0,n — 1], bx = 0 ouencore Q = 0.

Par conséquent le polynéme minimal [] 1 de f est de degré supérieur ou égal a n.

Selon le théoréme de Cayley-Hamilton [ j divise Py. Comme Py est de degré égal a n et ces
deux polyndmes sont unitaires, on a bien [], = Py.

On suppose de plus f bijectif. Ona fP (a) € CF car f (C%) C CE. '
S'il existait j,j € [1,p — 1], tel que f? (a) = f7 (a) on avrait alors f (f~* (a) — fi-1 (a)) =0

avec fP71 (a) — f771 (a) # 0, ce qui est contraire & I’hypothése Ker (f) = {0} . Donc m.

Supposons [f cyclique d’ordre 2. Soit C2 un cycle de f. On sait d’aprés la question 4. (b) que

(e, f(e)) estune base de C2.

Or par définition on a f2 () € {e, f (¢)} c’est-a-dire f2 (e) = e ou f2(e) = f (e). Considérons
chacun de ces deux cas :

e f2(e) = e: alors f admet comme polynéme annulateur le polynéme X2 — 1, scindé & racines
simples. Ainsi f est diagonalisable et n’ayant pas la valeur propre 1 a pour seule valeur propre —1 :
on doit donc avoir f = —idg¢: ce qui n’est visiblement pas le cas.

o f2(e) = f(e) : alors f admet comme polynéme annulateur le polyndme X2 — X, scindé a racines
simples. Ainsi f est diagonalisable et n’ayant pas la valeur propre 1 a pour seule valeur propre 0 : on
doit donc avoir f = 0 ce qui n’est visiblement pas le cas.

En conclusion un endomorphisme de €2 vérifiant ces hypothéses n’est jamais cyclique.

Soient § € R\ 2rZ et f I’endomorphisme de €? dont la matrice dans la base canonique est égale 4
R(f). Onadet f=1,dou f € GL(E).

Onadeplus x; (X) = X? —2cosf X + 1= (X —e?) (X ~ ¢=%). Les valeurs propres de f sont
donc les nombres complexes e¥ et ¢~



Supposons f cyclique d’ordre p et notons C§ un cycle de f. Selon la question 5. on doit avoir

fP (a) = a. Or la matrice de fP dans la base canonique est R (pf) , dont les valeurs propres sont e'Pf
et e~?, Dégalité précédente impliquant que 1 est valeur propre de f? on en déduit pf € 27Z ou
encore 6 € 27Q.

Réciproquement supposons § € 27Q. Il existe un couple (M,p), (M,p) € Z x N*, tel que
g = 271'% et M Ap = 1. On fixe le couple (M, p) et on remarque que ’'ona p > 2, car § € R\ 2wZ.

Posons alors a = (1,0).
Ona f(a) = (cosd,sin) et ayant siné # 0 le couple (a, f (a)) est une base de C2. A fortiori
le systéme (a, f (a), ..., fP~* (a)) est générateur. Posons CL = {a, f (a),..., fP7! (a)} . Ayant
fP = idg I’ensemble C% est clairement stable par f. Pour conclure il reste & vérifier que les vecteurs
a,f(a),..., fP"1(a) sont deux & deux distincts. Or étant donnés k, £ appartenant & [0,p — 1], ona
Ff)=fta) <= ko=10[27]

< M((k-1£)=0]p

< (k—£)=0]p]
la derniére équivalence étant due & ce que M et p sont premiers entre eux. Or ayant
—(p—1) < k—£< p—1 ceci impose k = £. Par conséquent les vecteurs a, f (a),. .. P a)
sont deux & deux distincts. Ainsi I’endomorphisme f de C? est cyclique.

En conclusion une condition nécessaire et suffisante pour que f soit cyclique est € 27 Q.

PARTIE II

1. (a) D’aprésI5.,ona f?(a) =a. On en déduit ‘
vji€[0,p~11, 7 (7 (a)) = F (7 () = F ()

Donc f? et idg coincident sur les vecteurs de la partie génératrice C§ ce qui entraine leur

égalité, ou encore .

f annule le polyndme scindé 4 racines simples X? —1 donc, par théoréme, l f est diagonalisable J

(b) Comme XP? — 1 est un polyndme annulateur, il s’agit d’un multiple du polynéme minimal J] f
de f.
D’autre part, supposant I’existence d’un élément & de [1,p — 1] tel que x; (ou [];) divise
X% — 1, alors X* — 1 serait un polynéme annulateur de f et on aurait f*¥ = idg et par suite
f* (a) = a, ce qui serait contraire a card (C%) = p. Dol le résultat demandé.

2. Réciproquementsoit f, f € GL (E),tel que Py divise XP—1 et p = min {k € N* | Py divise X* — 1}.
(a) Le polyndme XP — 1 étant scindé & racines simples, il en est de méme de Py. Etant donné une
valeur propre A de f, ¢’est-a-dire une racine de Py, A est aussi une racine de | - Comme les
racines de Py sont simples, le polyndme Py divise le polyndme [ ] Iz
De plus, selon le théoréme de Cayley-Hamilton, le polyndme [ ] f divise Py.
Ces deux polyndmes étant unitaires, on a donc [ 5= Fr.

(b) Comme on vient de le signaler, le polyndme Py est scindé & racines simples : on sait alors, selon
le cours, que f est diagonalisable.



(¢) Soit (v1,...,vs) une base vecteurs propres de f. Pour tout élément i de [1,7n] notons ); la
valeur propre de f associée & v;, c’est-a-dire f (vi) = A v; ; selon ce qui précéde les nombres
n

complexes Ay, ..., A, sont deux & deux distincts. Soit £ un vecteur de E, x= Z z; v, tel que
i=1
Vie [1,n], z; # 0. :
Montrons que la famille (z, f (z),..., f*"! (z)) est libre. Soient by, ...,b,_; des nombres
n—1 n—1
complexes tels que Z b ¥ () = 0 : notons alors Q= Z b X,
k—0 k=0

On a ainsi (par propriété de polyndme d’endomorphisme)
n—1 n n
0=> b /" @) =Q(f) (@) =Y z:Q(f) (v;) = Do mQ M)
k=0 i=1 i=1

Les vecteurs vy, ..., v, étant linéairement indépendants on peut écrire
Vie[l,n], @Q(N)=0
Le polyndme @, de degré inférieur ou égal a n — 1, a n racines distinctes : ainsi Q = 0 puis
Vk € I[O,n~ 1]], b = 0.
Par conséquent la famille (z, f (z),..., f* ! (z)) est libre.
(d) Notons Cf = {z, f (z),...,f7? (w)} . Tout d’abord (m,f (z),..., 1 (z)) est une base de
E et, puisque n < p (car Py divise XP — 1), CE est une partie génératrice de E.
Ensuite ayant fP = idp (car Py divise XP — 1), C} est stable par f (selon un argument déja
développé).
Enfin vérifions que les éléments de C% sont deux a deux distincts. Soient k,{ appartenant a
[0,p—1], £ <k, ona(f estbijective)
fF)y=fl@) < @) =2

= Vje0,n—1], f*(f (2)) =’ (z)

— fk_z =idg
(car (z, f(z),..., fr 1 (x)) est une base de E).
Ainsi

) = ff (z) = Hf divise X*~¢ — 1
LChypotheése vérifiée par Py, ¢’est-a-dire par 11 #» permet d’écrire
@)= (z) = p<k—4

Ayant k,£ € [0,p — 1], a bien

o)== = k=t
Ainsi les éléments de C% sont deux & deux distincts.
En conclusion f est cyclique et C% est un cycle.

PARTIE ITI

(a) Comme f est cyclique, selon13.(b) on rg(f) >n — 1, d’ou rg (f) =n —1, puisque f n’est
pas inversible. Le théoréme du rang donne alors| dimKerf=1 ‘




(b) Supposons f? (a) = a : alors pour tout vecteur x de la partie génératrice Chona fP(z) ==
ce qui entraine f? = idg et donc f est inversible, ce qui est exclu par hypothése. Donc

7 (a) #
(c) Soit j appartenant a [1,p — 1] tel que fP (a) = f7 (a) : on a, pour tout vecteur  de la partie
génératrice C%, fP (z) = f7 (z), ce qui entraine .
(d) D’apres _(c), Be ~ X7 est un polynéme annulateur de f et ainsi Py divise .
XP — X7 (= X7 (XP~7 —1)). Par conséquent il existe un polynéme @, @ divisant XP~7 —1,
et un élément j; de [0, 1] tel que Py = X7 Q(X). o _
Supposant j; < j, on aurait fP7 — fI =0, puis fPiti (a) = f9' (a) avec p — j + j1
et 71 éléments distincts de [0, — 1] ce qui est contraire & la propriété card (Cg) = p.
Donc| x¢ = X1 (X) ot () divise X~ — [ |

Si @ est un polyndme constant, alors j = n (car deg (Py) =n) et @ = 1.
Comme Py =[], f*~* # 0 et f* = 0. Enconsidérant un vecteur z, = ¢ Ker (f~71), la partie CF
estuncyclede f car:

x F(C) ={f(=),f2(z),...,f""(x)} etainsi f (CF) C Cp.

% Supposons la famille (z, f (z), f%(z),..., " (z)) liée : il existe une famille

(ag, ..., an—1) de scalaires non tous nuls tels que y = > axf* (z) = 0. Soit

p = min{k € [0,n — 1] | ar # 0}. Ayant f*17P(y) = apf"(z) = 0, avec

f*Y(x) # 0, on en déduit a; = 0, ce qui est contradictoire avec la définition de p. Donc la
famille (z. f (z). f%(z),..., "1 (z)) est libre et comme elle a n €léments, ¢’est une base
de E. Par suite vect (CT) = E et card (C7) = n.

(a) Le polyndme Py est un diviseur du polynéme X7 (X2 —1), qui est donc un polyndme
A ! n p
annulateur de f (théoréme de Cayley-Hamilton). Comme les polynémes X7 et X? — 1 sont
premiers entre eux le lemme des noyaux permet alors d’écrire

E = Ker f9 @ Ker (f9 — idg)
(b) Si U est un polyndme on sait, d’aprés le cours, que Ker U (f) est un sous-espace vectoriel de £

stable par f (& savoir redémontrer le jour voulu). Notamment les deux sous-espaces vectoriels
E; et B, sont stables par f.

(a) Ayant Ey = Ker (f¢ —idg) onaVz € Es, f7(z) = x ce qui signifie f§ =idg, .
Selon le cours (il suffit d’écrire la matrice de f dans une base de E' adaptée a la décomposition
en somme directe E = Ey @ FEy) ona Py = Py, Py, Ainsi Py, divise X7 (X9 —1) et fp étant
inversible n’a pas pour valeur propre 0 ce qui signifie que Py, est premier avec X.
Comme f{ =0, O est la seule valeur propre de fi et par suite Py, = X4™ 1 Par conséquent,
ona Py, = X7 et donc dim By = j, puis .
Donc Py, divise X9 — 1 sans diviser X k 1 avec k < ¢ ce qui entraine, d’aprés 11 2., que

mest cyclique d’ordre g |.




5.

6.

7.

(b) Soit CZ, uncycle de fo. Ona
{F (@), F7 (@) -, 7497 (@)} = { £ (a2), F§* (a2) ., 7 (@2)} = f (C8,) = €,
car f] (C4,) C G4, et fy est bijective (propriété des ensembles finis).
Done| {7 (az), f7* (a2),., f7*971 (a2)} engendre B |

(8) dimEy = j a déja été démontré dans la question 4. (a).

(b) Sion suppose fi™' = 0 alors X9=1Q (X) annule f (car les restrictions de 7~ o Q (f) a
E; et Ey sontnulles), cc qui cst contrairc & 1’égalité ] F— X7 @ (X) . Par conséquent ou a

A0

(¢) Ainsi fi est un endomorphisme de Ej et [ n=FPn=X 9 1. 11 suffit d’appliquer le résultat de
la question 2. pour conclure que f; est un endomorphisme cyclique de E7 d’ordre j.

Notons a = a1 +a. Ona C™¥ = {a1 + ag, ..., /=1 (@) + 71 (a2) , 7 (ag), -, 14972 (ag)} .
* Soit x € E. Comme E = E) @ Fy, et d’aprés 4. et 5., il existe une famille de

J—1 j+g-1
scalaires (bo, ...,bj41q-1) tels que z = Zbk FF(ar) + Z b f* (az) . Comme
k=0 k=]

{F7 (a2), f7*1 (ag) ..., 1771 (ag) } = CE, et

VEk € [0,5 — 1], f¥(a1) = (f* (a1) + f* (a2)) — f* (ag), = s’écrit alors :
7=1 J+g—1

z=> b (fk (a1) + £* (a2)> + Y bfF (a2)

k=0

k=4
et ainsi vect (C’Z;‘i'q) =E.

* Onadeplus f (C’Z“'q) C It car f919 (a) = f919 (ag) = 9 (ag) = F7 (a).

* Enfin on a (card Cg“) = g+ j,carles j premiers termes sont distincts ainsi que les g
derniers. En outre s’il existe un élément % de [0, 7 — 1] etun élément u de 4,5 + ¢ — 1]
tels que f* (a) = f*(a), alors on obtient aisément Vz € C519, (f* — 1) (@) =0,ce
qui entraine f* — f* = 0 et par suite X* — X* = X* (X*~* — 1) serait multiple de
[1; = X?Q, ce qui est exclu car k < j.

En conclusion, | C4T est un cycle de f |,

Pour cet exemple, le calcul donne Py (X) = X?(X — j). De plus on a (théoréme de Cayley-
Hamilton) Py (f) = 0 et on vérifie qu’aucun diviseur de Py n’annule f donc Py = [] - On est donc
dans le cadre des hypothéses précédentes avec j = 2 et g = 3.

E1 = Ker (f?) estle plan d’équation x; + 3 + jz3 = 0 et, notant a; = (—4,0,1), (aq, f (a1)) est
une base de Ker (f2). By = Ker (f — jidg) = vect (ag) avec ag = (0,0,1).

Enprenant| a = a; +ag = (—4,0,2) CS estuncyclede f |
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CORRIGE

Exercice I : Informatique

I.1. La fonction suivante répond & Ia question :

def gcd(a,b):
r = min(a,b)
for i in range(l,r+1):
if aji == 0 and b%i ==
d =1
return d

I.2. La fonction récursive suivante calcule le pged de deux entiers naturels
selon ’algorithme d’Euclide :

def euclide_rec(a,b):
if b == 0:
return a
else:
return euclide_rec(b,a%b)

I.3.a. Quand on calcule le pged de Fg et F5 avec la fonction euclide, on
effectue successivement les divisions euclidiennes suivantes :

8=1x5+3, 5=1x3+2, 3=1x241, 2=2x140.

1.3.b. D’apres le résultat admis,on a 0 < F, < F, < Fh+1, donc la rela-
tion Fy 19 = F,41+ F,, montre que F;, est le reste de la division euclidienne
de Fyio par Fyy1. Par suite, la fonction euclide réalise Un = n divisions
euclidiennes successives pour calculer le pged de Frqg et Fiyg.

I.3.c. Puisque F, 5 > Fyt1, la fonction ged réalise v,, = 2F, 1 divisions
euclidiennes pour calculer le pged de Frio et Fhy1. D’aprés le résultat

admis, u, VEn |
Un ) gO’rl-l-l

Puisque ¢ > 1, il vient
Un = 0o(vy,).

I.4. La fonction suivante réalise le calcul du n® nombre de Fibonacci :
def fibo(n):

if n ==
return 0
a=20
b=1 ?

for i in range(1,n):
(a,b) = (b,a+b)
return b
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L.5. Par associativité du pged, la fonction suivante réalise le calcul du pged
de trois entiers naturels :

def gcd_tfois (a,b,c):
return euclide(euclide(a,b),c)

Exercice I1

I1.1. Le polyndéme P := X34+ X2+ X = X (X —5)(X —5?) annule A, donc
les valeurs propres complexes de A sont parmi ses racines 0, j et 52.

I1.2. Comme P est scindé & racines simples sur C, la matrice A est diago-
nalisable dans M,,(C).

I1.3. Supposons A inversible. Ainsi, 0 n’est pas valeur propre de A, si bien
que sp(A4) C {4,5%}. Les racines du polyndme caractéristique de A sont
donc parmi j et j2. Comme A est 3 coefficients réels, x4 est aussi, et 7
et 7 = 52 ont donc méme multiplicité, notée p, comme racines de y 4. Ainsi,

det A=jP7" =(j5)P =17 =1.

Probléme III

IIT1.1.a. On suppose que P et @ ne sont pas premiers entre eux. Ils ad-
mettent alors un diviseur commun R non constant. D’apres le théoréme de
d’Alembert & Gauss, R posséde une racine complexe, qui est alors racine
commune de P et ().

Par contraposition, si P et @ n’ont aucune racine complexe commune,
alors ils sont premiers entre eux.

III.1.b. Supposons que P et ) divisent un polynéme R. Ecrivons R = PR,
pour un certain Ry € C[X]. Alors, Q divise PR; et est premier avec P,
donc @ divise Ry par le théoréme de Gauss. Ecrivant R, = @Ry pour
un Ry € C[X], on a donc R = PQR,. Ainsi, PQ divise R.
k R/
III.2. Pour k£ € [1,n], posons Ry := HPi et Qr := R—k, et démontrons
par récurrence finie i=1 o
k !
P
Hk:«Qk:Z P: -

g=1

La propriété H; est évidente. Soit k € [1,n — 1] tel que Hy, soit vraie.
Par dérivation d’un produit, on a alors
;c-l—l . R;cPkH —}-RkP,QH . R;{; 4 P;;+1
Rit1 Ry Pey1 Ry Prya
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et donc, en utilisant I’hypothése de récurrence,

Riey1 = i o b

Prt1

Ainsi, Hyy 1 est vraie.
Par récurrence finie, H,, est vérifiée, ce qu’il fallait démontrer.

II1.3.a. Supposons P(a) = P'(a) = 0.
Choisissons un entier naturel n supérieur ou égal a la fois au degré de P et
& 2. La formule de Taylor pour les polynémes s’écrit donc

- P(’“)(a) 2, PW) (g .
P:};T(X—a)k:;———k!(—l()(—a)k:(X—a) R,

. pk)
pour R := Z —7;!—((1)— (X — a)*72, ce qui montre que (X — a)? divise P.
k=2
IT1.3.b. D’abord, ¢ est bien une fonction de I’espace vectoriel Rop_1[X]

dans ’espace vectoriel R??. Par lindarité de la dérivation, elle est linéaire.
En effet, pour tous P et Q dans Rop—1[X] et tout réel \,

PAP + Q) = (AP +Q)(z1),...,(\P + Q)(p), (AP + Q) (z1),
(AP + Q) (zp))
= (AP(z1) + Q(z1), ... ,AP(x,) + Q(zp), AP (21) + Q' (1),

vt a)‘P/(xiD) + Q/($P)>
= Ap(P) + ¢(Q).

Montrons enfin que ¢ est injective. Soit P € Ker ¢. D’apres II1.3.a, les

polynémes (X — xk)z divisent tous P. Par récurrence, nous montrons pour
k

tout & € [1,p] que le polynéme Qy, := H(X — z;)? divise P. En effet :

’ =1
® ce résultat est connu au rang 1; ‘

® pour tout & € [l,p — 1], les polyndmes Q;, et (X — zg41)? sont pre-
miers entre eux, d’apres IIL.1.a (ils n’ont pas de racine commune puisque
les x; sont deux & deux distincts), et donc si Q}, divise P, on déduit alors
de IIL.1.b que Q41 = Qpx(X — Tr+1)> le divise aussi.

En particulier, ce résultat est valable au rang p. Si P n’était pas nul, on
en déduirait par comparaison des degrés que 2p < deg P, ce qui est faux.

Ainsi, ¢ est injective. Comme Rop-1[X] et R* sont tous deux de méme
dimension finie 2p, ’application linéaire ® est un isomorphisme.
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ITL.3.c. La liste (a1,...,ap,b1,...,bp) € R?P possede un unique antécédent
par la bijection ¢, ce que traduit le résultat exigé.

IIT.4. On écrit Py = aX® +bX? +cX +d = 0, ot (a,b,c,d) € R%. Par
retour & la définition de Pp, on obtient donc le systéme d’égalités suivant :
—a+b—c+d=1
a+b+tc+d=0
30 —20+c¢c=—1
3a+2b+c=2.

Résolvant ce systéme a la calculatrice, on obtient

_ 13 3 y2_x_ 1
PH—2X—|-4X X 1

ITII.5.a. De maniere immédiate, pour tout k € [1,p],
Qi(7x) = 6i k.

Pour tout k& € [1,p] \ {4}, on voit que Q; est divisible par (X — z)?,
et donc, d’apres le cours, @;(zx) = 0. Enfin, en appliquant III.2 aux po-
X —z;)?
lynémes P; := %——‘?)2, pour j dans [1,p] \ {i}, on trouve
Ty — &Iy

Qs _ D 5 T 2(X —=z) _ S 2
Qi P (X =) L X -z
jel1,p]\{s} Jelt,p]\{i} J jelr,p]\{s}

Comme z; est distinct de tous les z;, pour j € [1,p] \ {i}, il n’est pdle
d’aucune des fractions dans cette égalité, et donc par substitution,

oy Qilm) 2
Qilz:) = Qi(2:) _Zjel[l,p]]\{i} Ly — Tj '

II1.5.b. Soit ¢ € [1,p]. Posons
Ri:= (1= Qi@:) (X —21)) as + (X — 2:) by

et notons que
Rl(a:z) =aqa; et R;(xz) = —Q;(CE,L) a; + b;.

Pour tout 7 € [1,p], le polynéme R; est de degré au plus 1, alors que Q;
est de degré 2p — 2, donc deg(R;Q;) < 2p — 1. Par addition, P € Ry, [X].

Evaluons maintenant @(P). Soit 1 € [1,n], D’apres le calcul précédent,

Ple) =3 Ri(@) Qo) = Ruled) = oy
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et

P'(z;) Z(RQ (%) Qj (i) + Ry (2:) Q) () = Rl(z:) + R, (2:) Q5 (1) =b;.

J=1
Ainsi, P est le polynéme d’interpolation d’Hermite recherché.

IT1.5.c. Reprenons les données de II1.4. Ici,

X —1)2 X +1)°
SRNCES) P S
et Q1(z1) = —1. En appliquant la formule de ITI.5.b, on trouve donc
X —1)2 X +1)?
P=((1+(X+1)+(x+ 1)x(-1)) (T> + (X — 1)x2x(\),

ce qui donne, aprés développement brutal,

=Llxs 3 x2_ y_ 1
P=5X'+2Xx°-X i

C’est le résultat obtenu en IIT.4.
I11.6. Montrons, par récurrence sur n, ’énoncé

P : « Le polynéme H,, est unitaire de degré n. »

La propriété P, est immédiate, car Hy = 1.
Soit n € N tel que P, soit vraie. Alors,

deg(H,) <n et deg(XH,)=n+1> deg(H}),

donc par soustraction deg(Hp41) = n+1, et le coefficient dominant de H,,,,
est celui de X H,,. Ce dernier est le produit des coefficients dominants res-
pectifs de X et H,,, & savoir 1. Par suite, P, 11 est vraie.

Ainsi, pour tout n € N , le polynéme H,, est unitaire de degré n.

ITL.7. Montrons le résultat par récurrence sur n. Comme H 1 est unitaire
de degré 1 et Hy =1, on a bien H| = H,.

Soit n € N tel que HT/L-I-I = (’I’L—l— 1)Hn- AlOl"S, H7,’L/+]_ . (n+ I)H,;L, et donc
HTIL+2 = Hpq1 + XH;z+1 - Hvlml+1
=Hpp1+ (n+1)XH, — (n+1)H,
= Hp41 + (’I’L + l)Hn—l—l = (’I’L + 2) Hn+1-

Ainsi, nous avons établi par récurrence

VneEN, H .= (n+1)H,.
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II1.8.a. Fixons R € R[X] et montrons 'existence de / R(t) f(¢) dt, ce qui
R
répondrar & la question en appliquant ce résultat au polynéme PQ.

En posant n := max(0,deg R), on sait que R(z) = Oz _10(2™). Or, par
croissances comparées

n+2
u 2 e * — 0
u—+00
d’ot1, par substitution,
|:L‘|n+2 _i
5 n+2 z—too 0.
2

Par suite,
R(z) f(z) = 0pto0(z72).

La fonction z +— R(z)f(z) étant évidemment continue sur R, cela prouve
qu’elle est intégrable sur R.

ITI.8.b. La fonction (— | —) est évidemment symétrique, autrement dit

V(P,Q) € RIX]?, (Q ] P)=(P|Q).

Pour établir qu’elle est bilinéaire, il suffit donc de montrer sa linéarité
a gauche. Un polynéme @ € R[X] étant fixé, on a pour tous P; et P
dans R[X] et tout A € R,

(\P, + P3| Q) = /R (AP (z) + Pu(z)) Q(z) f(z) dz

e /R Py (2) Q(z) f(z) dz + /R Py(z) Q(z) f(z) dz
AP Q)+ (P2 ] Q).

Ainsi, (— | —) est bilinéaire.

Soit enfin P € R[X]. La fonction z + P(z)?f(z) est évidemment positive
sur R, donc, par intégration, (P | P) > 0. Supposons (P | P) = 0. La
fonction z — P(z)*f(x) étant continue et positive sur R, d’intégrale nulle
sur R, elle est identiquement nulle. La fonction f ne s’annulant pas, on
trouve Vz € R, P(z) = 0. Le polyndéme P est nul puisqu’ayant une infinité
de racines.

Ainsi, (— | —) est un produit scalaire sur R[X].

I11.9.a. Démontrons par récurrence sur n € N la propriété
R, : « VP € R[X], (P | Hy) = (P™ | Hp). »

La propriété est clairement vraie au rang n = 0.
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Soit n > 0 tel que R, soit vraie. Soit P e R[X]. Les fonctions
wit = —H,(t)f(t) et v:tes P(t)
sont de classe C! sur R. Vu Pexpression de f, nous avons, pour tout ¢ € R,

W) olt) = (LHa(t) = HL(0) £(8) o6 u(®)o'(£) = —Ho () P'(1) f(0).

En intégrant par parties, il vient donc

/ /() o(t) dt = [u(t) w(t)] " - / w(®) o' (1) dt,
R R

la validité de la formule étant garantie par existence des deux intégrales,
qui découle de IT1.8.a. Enfin, avec la méthode ayant servi a établir I11.8.a,
on trouve

u(t) o) = ~Ha(t) P(2) f(2) — o
Ainsi, par retour & la définition de H, .,
(P | Hpy1) = <Pl | H,).
L’hypothése de récurrence appliquée & P’ donne donc
(P | Hoya) = ((P')™ | Hy) = (PCF1) | ).
Ainsi, R, est validée.

Ce raisonnement par récurrence montre que R, est vraie pour tout n € N.

IT1.9.b. Soit n € N. D’abord, II1.6 montre que (Ho,...,H,) est bien une
famille de vecteurs de R, [X]. Elle est libre, car constituée de polyndémes
non nuls de degrés deux 4 deux distincts. Comme elle possede n-+1 vecteurs
et que dim R, [X] =n + 1, c’est une base de R, [X].

Montrons qu’elle est orthogonale : soit 4 et j dans [0,n] tels que i < J-
Alors, Hz-(J ) =0 car J > 1 =deg H;, et la question précédente donne donc

(Hi | H;) = ((H)D) | Hp) = 0.
Ainsi, (Hy,...,H,) est une base orthogonale de R, [X].

IIL.9.c. Soit n € N. Comme H,, est unitaire de degré n, on a H(™ = p,
Ainsi, par 111.9.a,

VHall? = (He | Ha) = (0! | Ho) = nl / f(z)dz = n.

Par positivité de la norme, il vient
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I11.9.d. L’utilisation de la relation de récurrence définissant les polyndmes
d’Hermite donne successivement H; = X, Hy = X2 —1et H3 =X>—3X.
On obtient alors, par divisions euclidiennes successives, I’expression

P = Hs;+ Hy +4H; + 2H,.

Le polynoéme R := Hs + Hs + 4H; est orthogonal a Hy, d’apres II1.9.c,
donc orthogonal & tout vecteur de Ro[X] = Vect(Hp). Ainsi, le projeté
orthogonal de P sur Ro[X] est Q) := 2Hy, si bien que P—Q = R. Or, d’apres
le cours, d* = ||P—Q|?. Par orthogonalité de (H;,Ho,Hs3) et II1.9.c, il vient

IR|? = || Hs||? + || H2||? + 16 || H: || = 6 + 2 + 16 = 24,

d = 2/6.

II1.10. Nous considérons que aq,...,a, sont les racines de H,, d’ordre im-
3 y Up n
pair (voir les commentaires en fin de corrigé).

et donc

ITI.10.a. Supposons p < n. Le polynéme S est de degré p, et (Hy,...,H,)
est une base de R,[X], donc S est une combinaison linéaire de ces po-
lynémes. Comme p < n, les polynémes Hy,...,H, sont tous orthogonaux
a Hy, et S est donc également.

ITL.10.b. Notons b1, ...,b, les racines réelles (distinctes) d’ordre pair de H,,
et 2ry,..., 27, leurs ordres de multiplicité respectifs. Les ordres de multipli-
cité respectifs de a1, .. . ,a, sont notés 2s;+1, ...,2s,+1. Par décomposition
en facteurs irréductibles, nous disposons, comme H,, est unitaire, d’un po-

lynéme R € R[X] tel que
p

Ve € R, Hy(z) = H(x — ag)*se Tt H )™ R(z)

k=1

et tel que R soit le produit d'une famille (éventuellement vide) de po-
lynémes irréductibles unitaires de degré 2 de R[X], tous positifs sur R.
Ainsi,

p
Vz € R, S(z) Hn(z H 28k+2H br)?™ R(z) = 0

puisque tous les exposants apparents sont pairs.

IIT1.10.c. Supposons p<n. Alors, ITI.10.a montre que z+ S(z) Hy(z) f(x)
est d’intégrale nulle sur R. Or, cette fonction est positive vu I11.10.b, et
évidemment continue. Elle est donc identiquement nulle. Comme en IT1.8.a,
on en déduirait SH, = 0, ce qui est faux car les polynémes S et H,, sont
non nuls. Ainsi, p > n. En particulier, H, posséde au moins n racines
distinctes. Comme il est de degré n, il admet exactement n racines réelles
distinctes (et celles-ci sont simples).
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COMMENTAIRES

Le préambule du probléme indiquait, de maniére erronée, que les deux
premieres parties étaient indépendantes, alors qu’en réalité c’est la troisieme
qui était indépendante des deux précédentes.

Le sujet imposait implicitement de faire abstraction du théoréeme de
factorisation & I’aide de plusieurs racines, dont nous rappelons de suite
I’énoncé.

Soit P un polyndme non nul de K[X]. Soit ay,...,a, des éléments
de K deux & deux distincts, et n1,...,n, des entiers naturels. On

suppose que a; est d’ordre au moins n; comme racine de P, et ce
™

pour tout ¢ € [1,7]. Alors, P est divisible par H(X —a;)™.
i=1

Il convenait aussi de faire abstraction de la décomposition en éléments
/

. P p .
simples de B resultat qui figure au programme : en effet, sans cela on ne

voit pas bien I'intérét de la question IIL.2.

En TII1.4, il était indiqué que le candidat pouvait utiliser sa calculatrice
pour inverser une matrice : comme la résolution d’un systeme est moins
coliteuse qu’une telle inversion, il était légitime d’utiliser la calculatrice
pour résoudre directement le systéme plutét que d’inverser sa matrice.

Nous avons conservé la faute d’orthographe d’origine en II1.10, car elle
tient de I'erreur d’énoncé. 11 fallait lire « on note ai,...,ap ces racines » et
non « on note ay,...,a, ses racines ». Il était facile de repérer cette erreur
compte tenu de la définition de p.

Comme indiqué dans I'énoncé, la deuxieme et la troisieme partie du
probleme n’avaient aucun rapport entre elles sinon leur parenté avec Charles
Hermite. Les polynémes d’interpolation d’Hermite généralisent les polyno-
mes interpolateurs de Lagrange : on se donne une liste (z1,...,7,) de sca-
laires deux & deux distincts, et, pour tout ¢ € [1,p], un entier naturel n; > 0.

Le théoreme d’interpolation d’Hermite garantit alors que pour toute famille
(yi’j)lgqjgp, 0<j<n; de scalaires il existe un unique polynéme P de degré

:
Y |
i's
i
i |
-
)|

. o yopm R P
strictement inférieur 3 E T tel que
=

Dans le cas particulier considéré dans I'énoncé, tous les n; sont égaux & 2.

Les polynémes de la partie ITI sont quant a eux un cas particulier de po-
lynémes orthogonaux. Rappelons brievement les grandes lignes de la théorie
des polynémes orthogonaux : on se donne une forme linéaire v :R[X] =R
telle que @(P) > 0 pour tout P € R[X] \ {0} vérifiant Vz € R, P(z) > 0.
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La fonction (P,Q) + ¢(PQ) est alors un produit scalaire sur R[X].
Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, appliqué & la base cano-
nique (X")nen de R[X], fournit une base orthonormée (Qn)nen de R[X]
telle que Vect(Qo,...,Qn) = Vect(X?,...,X™) = R,[X] pour tout n € N.
Alors, @, est systématiquement de degré n, et 1’on note P,, son normalisé
au sens des polyndmes. Ainsi, (F,)nen est une base orthogonale de R[X]
pour le produit scalaire précédent, et P, est unitaire de degré n pour tout

t2
entier n. Ici, la formc lincaire ¢ est R — 1 / R(t)e 2 dt,et B, = H,
V2mr JR
pour tout n € N. La méthode de II1.10 permet de démontrer que P, est

systématiquement scindé & racines simples sur R.

THEOREMES UTILISES

e Théoreme 2, p. 281. Théoréme de d’Alembert & Gauss
e Théoréme 3, p. 281. Théoréme de Gauss pour les polynémes

e Théoréme 4, p. 281. Théoréme de décomposition en facteurs irréductibles
dans R[X]
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MP 21-22
COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Eléments de correction

1. Siles deux endomorphismes u et —u de E sont semblables, par propriétés de la trace (dont la
linéarité), on a
tr (u) = tr (—u) = —tr (u)
et ainsi tr (u) = 0.

2. On peut effectuer un calcul matriciel ”a la main” ou utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton car, en
dimension 2, tenant compte de I’hypothése tr (u) = 0, ona
Xo = X2 —tr (u) X +det (u) = X2 4 det (u)
Selon le théoréme de Cayley-Hamilton, 0 = x,, (v) = u?+det (u)idg etainsi u? = — det (v)idg = §*idg .
Comme, par hypothése, § # 0, x,, a deux racines distinctes § et —6. Comme dim F = 2, onen
déduit que u est diagonalisable et que ses deux sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

3. Notons (ei, e2) une base de E constituée de vecteurs propres de v ainsi que D = C(e; + e2) . Alors
D est une droite vectorielle de E qui n’est pas stable par u, puisqu’elle n’est pas engendrée par un
vecteur propre de w.

Ensuite, en posant D’ = u (D), comme on a u? = §2idp, u est un automorphisme de E donc D’
est une droite vectorielle de E supplémentaire de D dans E et qui vérifie u (D') = u? (D) = D.
En conclusion, u est un endomorphisme échangeur de E'.

4, Les formats des blocs constituant la matrice M permettent d’effectuer les calculs de produits matriciels
demandés. Un calcul de produit par blocs fournit

2 2
0, B N O0n Onp _
( Op,n Op ) _— 0n+P ( A Op e On-HD
0, B On Onp R )
Comme M = + 0. , M apparait comme la somme de deux matrices de
P

Opn Op A
carré nul.

5. Lamatrice D est diagonale par blocs, ce qui permet de calculer aisément son déterminant et
det D = (—1)?
En outre, on reconnait en D une matrice de symétrie et ainsi D? = I,1,, ce qui prouve & nouveau
que D est inversible et en outre D~! = D. Un calcul de produit matriciel par blocs fournit

-1 In Onp 0, B In Onp \ _( 0n B In Onp \_f On =B\ _
DMD ™ = ( Opn —1Ip A 0O Opn —Ip )\ —A Op Opn =L ) \-A 0, | M
Par conséquent, M est semblable 8 — /.

6. Les vecteurs u (f1),u(f2),...,u(fn) (vesp. u(g1),u(g2),.-.,u(gp)) appartiennent & G (resp.
a F). Par conséquent la matrice de u dans la base B est de méme forme que la matrice M de la
question précédente.

7. (a) Comme rappelle de le faire I’énoncé, commengons par traiter le cas ol I’un des deux sous-espaces
vectoriels F' et G estégal 4 {0} . Par symétrie on peut supposer F' = {0} .
Dans ce cas, G = E et puisque u (G) C F, cela signifie que ’'ona v = 0.


Math II PSI 2017


10.

I suffit alors de poser a = b = 0 pour que la condition (C2) soit satisfaite.
En outre u = —u, donc u est semblable & —u, ce qui signifie que la condition (C3) est
satisfaite.

(b) On se place ici dans le cas F' # {0} et G # {0} . Construisons une base B de E sur le modéle
de celle définie dans la question 6.. En notant n = dim F' et p = dim G, on obtient

3(4, B) € Mpp (€) X Mnp (€) : matp (u) = ( (,)ff (i )

Définissons alors b, a et s les endomorphismes de £ de matrices respectives

( 0. B > < 0n Onp ) ( I Onp )

Opn 0Op A O Opn —Ip

dans la base B. Les calculs matriciels effectués dans la question 5. se traduisent ici par
u=a+b a?=p=0 s=s"1 souos = —yu

En conclusion, dans ce cas aussi, les deux conditions (C2) et (C3) sont satisfaites.

Soit f un endomorphisme de E vérifiant f> = 0. On en déduit aisément Im f C Ker f : notamment
rg f < dimKer f.
Ensuite la formule du rang fournit

rg f +dimKer f = dim F

Linégalité ci-dessus donne alors ‘ dim E < 2dimKer f \

Commengons par vérifier que Ker a et Ker b sont en somme directe. Soit z € Ker a N Kerd. Alors
u(z)=a(z)+b(z)=0

Comme w est notamment injectif, cela implique z = 0. Par conséquent Ker a et Ker b sont en somme
directe.
Par propriété d’une somme directe, on a

dim (Kera @ Ker b) = dimKera + dimKer b
Notamment, Ker a@®Ker b étant un sous-espace vectoriel de E, ona dim Ker a+dim Ker b < dim E.
Or, selon la question précédente, a et b étant de carrés nuls, on a dim Kera + dim Ker b > dim E.
Finalement dim Ker a + dimKerb = dim E ou encore dim (Ker a @ Kerb) = dim F, dont on
déduit (en dimension finie) | Ker a @ Kerb = E |.
On en déduit

dimKera+ dimKerb=dimFE dimKera = dimKerb =

dim E
2

(ce qui impose & dim E d’étre un entier pair). La formule du rang donne alors

dim FE dim F
H;l =dimKera rgb = H;l =dimKerb

A nouveau par propriété d’endomorphisme de carré nul vue en 8., on a ainsi

rga =

Ima C Kera rga =dimKera
puis (en dimension finie) . Par symétrie, on a aussi | Im b = Kerbd |.

Vérifions que ’on a u (Kera) C Kerb. Soit z € Kera. On a ainsi
u(z) =a(z) +b(z) =b(z)
puis
bu(z)=b%(z)=0
car b2 = 0. On a donc bien u (Ker a) C Kerb. Par symétrie, on a de méme u (Ker b) C Kera.



11.

12.

13.

14.

Ainsi Kera et Kerb sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E tels que
u (Kera) ¢ Kerbd et u(Kerb) C Kera. En conclusion, 1 est un endomorphisme échangeur
de E.

Soit k € N. Vérifions I'inclusion Ker v* C Kerv**1. Soit = € Ker v*.
Par définition, on a v* (x) = 0 puis, par linéarité de v,

v (z) = v (vk (x)) =v(0)=0

et ainsi © € Ker v*+1. Par conséquent la suite (Ker vk) est croissante.

kEN

Pour tout entier naturel k, Kerv® est un sous-espace vectoriel de E, espace vectoriel de
dimension finie, donc est aussi de dimension finie majorée par dim E. Ainsi I’ensemble
{dim Kerv® | k € N} estune partie non vide majorée de N, done admet un plus grand élément q.
Notons 7n = min {k € N | dim Kerv* = ¢} (dont Iexistence est assurée par la définition de ¢). Par
construction, on a
VkeN, k2m—=— dim Ker v* < dim Ker v™
Or, selon la question précédente, on a aussi Vk € N, k > m = Kerv™ C Ker v¥, ce qui entraine
VkeN, k> m—=— dimKerv™ < dim Ker v*
Finalement, on en déduit V& € N, k > m = dimKerv® = dimKerv™ puis, par propriété
d’espaces vectoriels de dimension finie, on obtient Vk € N, k > m = Ker v* = Kerv™.
11 suffit de poser p = m ou p = m + 1, selon que m est pair ou impair, pour définir un entier naturel
p pair vérifiant
U Kerv® = Ker v?
keN
Remarque : 1’énoncé ne le mentionne pas, mais on peut imposer & p d’étre non nul. Si p = 0 convient,
cela signifie que v est un automorphisme de E, et on peut alors poser p = 2 en conservant la validité
du résultat obtenu.

Par construction de p, ona Vk € N, k > p = Kerv* = Ker v?. Notamment Ker v?P = Ker .
Vérifions que Kerv? et ImvP sont en somme directe. Soit y € Kerv? N ImvP. Par définition, il
existe x appartenant & E tel que y = vP (z) . Fixons un tel vecteur z. Alors

0 =P (y) = v% (z)
Ainsi ¢ € Kerv? et, selon la remarque préliminaire, z € Kerv? ce qui implique y = 0. Donc
Kerv? NImv? = {0} .
En outre la formule du rang donne dim (Ker v? @ Im vP) = dim Kerv? 4 rgo? = dim E.
Par propriété de sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie, on en déduit
‘ E = Kerv? ® Imv? = E§ (f) @ ImoP ‘

Comme noyau et image d’un polyndme de f, ES (f) et Imv” sont stables par f.

On a Ker vpy »» = Kerv NImoP et ainsi (voir remarque finale de la question 12.)

Ker vim» C Kerv? N Imov? ou encore Ker vpmo» = {0}
Ainsi v, » est injectif, ce qui signifie que fim» n’a pas pour valeur propre A.
On suppose ES (f) # {0}. Par définition de EX (f), le polyndme (X — A)” est un polynéme
annulateur de fgg(y). Donc le polyndme minimal de fgg(s), qui est diviseur de (X — M), a pour
seule racine A. Comme les valeurs propres de fgq(s) sont exactement les racines de son polynome
minimal, X est I'unique valeur propre de fgq(y).



15. Par hypotheése, les deux racines de x ¢ dans C sont A et u. Comme Imv? est stable par f, xj,. .,
divise x; dans €[X]. En outre, selon la question précédente, A n’est pas racine de X, .. Par
conséquent

X = (X = 5"
Selon le théoréme de Cayley-Hamilton, Frmop ESEUN polynéme annulateur de f1,,,,» et ainsi

Vz € ImoP, (f — pidg)™®” () =0
Ainsi Imv? C Ker (f — pidg)™®*" puis
Imv? C U Ker (f — pidg)® ou encore ‘Imvp C E; (f) |
keN
D’aprés la question 13., ona E = Ef (f) ® ImvP; Par conséquent I’inclusion ci-dessus fournit
E=E5(f)+ E.(f).
Enfin, les deux polyndmes X — A et X — yu étant premiers entre eux, il en est de méme de toutes leurs
puissances (car ils sont irréductibles dans € [X]) et le lemme des noyaux assure que ES (f) et E} (f)
sont en somme directe. Finalement, on a bien

E=E(f)® E,(f)

16. Comme a? = b% = 0, le calcul donne
w=(a+b)? =a’+aob+boa+b?=aocb+boa
Par conséquent
aoul=a’ob+aocboa=aoboa=u?oa

Donc u? et a commutent et, par symétrie, il en est de méme de u? et b.

17. Comme p est pair, a et b commutent avec u”. Par conséquent Im u? est stable par a et b.
En outre par propriété d’endomorphisme induit

(almuP)Z = a’%muﬁ =0 (bImu”)z = b%mul’ =0

18. En adaptant ce qui a été établi dans la partie D, on a
E=E{(f)®ImuP

Tout d’abord, w est non injectif et ainsi Kerw # {0} . Comme cela a été vu dans la partie D, u
induit un endomorphisme nilpotent de E§ (f). Selon le résultat que I’énoncé demande d’admettre,
uge(s) est un endomorphisme échangeur de E§ (f) . Ainsi il existe deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E§ (f), Fy et Go que I’on fixe, tels que

UEE(f) (Fo) C Gy UEe(f) (Go) C Fy ou encore U (Fo) C Gy U (Go) C Fp
En outre, selon le résultat de la question 14., » induit un endomorphisme de Im »¥ n’ayant pas pour
valeur propre 0. Comme Im P est un espace vectoriel de dimension finie, cela signifie que upy » est
un automorphisme de Im w?. Comme, d’aprés la question précédente, il vérifie la condition (C2), le
résultat final de la partie C assure que uny » est échangeur. Par conséquent il existe deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires de Imu?, £] et Gy que ’on fixe, tels que

Umwr (F1) € Gy Umur (G1) C F1 ou encore u(F) C Gy u(G1) C Fy
On utilise la décomposition suivante de £ en somine directe

E=E(f)elmu? =(Fp @& F) @ (G5 Gh)

pour conclure que u est échangeur.



19.

20.

21.

Avec les notations de 1’énoncé, le calcul donne
pou=po(poucp)op=ypo(-ujop=—pouoy
ainsi que
’u,0<,02 = —(—uogoz) = —(goouogo_l) 0902 = —@pouoy
Par conséquent | ¢? commute avec u '

Comme endomorphisme d*un espace vectoriel sur € de dimension finie, ¢? posséde au moins
une valeur propre complexe, que 1’on note A. On peut signaler que A est non nul, car p? est un
automorphisme de F : notons a et —a les deux racines carrées de A dans C.
D’apres la question 13., avec des notations similaires, il existe un entier naturel p non nul, que I’on
fixe, tel que

E} (%) =Ker (p* = Aidg)? et E=E}(¢%) @Im (¢* ~ Xidg)”
Comme X est valeur propre de ¢?, ona E2 (?) # {0}. Comme (? — Aidg)” estun polyndme en
¢, B2 (¢%) et Im (»® — Xidg)” sont deux sous-espaces vectoriels de E stables par ¢.
De plus, (npz . )\idg)p est un polyndme en ? et, selon la question précédente, ? commute avec
w : ainsi B} (¢?) et Im (¢? — Midg)” sont deux sous-espaces vectoriels de E stables par u.
Notons ¢g = @pa(p?) €t 1 = Prm(p2—ridp)» 8INS1QUE Uy = Upx(p2) 1 UL = Ulm(p2—ridp)?- Po ©f
1, endomorphismes induits par un endomorphisme injectif de E, sont des endomorphismes injectifs
d’espaces vectoriels de dimension finie, et sont donc des automorphismes de ces espaces vectoriels.
Ayant —u = p o u o 1, par propriétés d’endomorphismes induits, on a

—up = g 0ug 0 Py —u =y oup o

Comme, par hypothése, u est indécomposable, nécessairement Im (p? — Aidg)” = {0}, ou encore
(¢* — Midg)? = 0. Par conséquent (X — A)P est un polyndme annulateur de 2, ce qui implique
que ) est la seule valeur propre de ? .
Avec les notations introduites en début de question, (X — a)? (X -+ a)? est un polynéme annulateur

de . On en déduit| Sp C {~a, +a} |

D’apreés le résultat final de la question 15., application de lemme des noyaux, on a
E=E; (p) & B2, (#)

Vérifions I'inclusion u (EZ (¢)) C E<, (¢) (inclusion u (E,, (p)) C E (p) s’en déduisant par
symétrie).
Par hypothese, on a ¢ o u = —u o . Une récurrence immédiate fournit alors

VkeN, ofou=(-1)fuoyp
Soit z € ES (¢) : ona (p — aidg)” (z) = 0. Comme ¢ et aidg commutent, la formule du bindéme
donne

(p+aide) (u(z)) = Z (7))@ *erouta) =u (Z 2 ()bt <m>>

»

= (-1)u (Z (—a)" ™" " (I)) = (-DPu((p —aidp)’(z)) = 0
=0

Par conséquent w (ES (p)) C E°,, (p). Deméme u (E°, (

En conclusion, w est échangeur.



22. Procédons par récurrence. A tout entier naturel non nul n, associons le prédicat

23.

P (n) : étant donné un espace vectoriel complexe E de dimension égale & 7, tout endomorphisme de
E vérifiant la condition (C3) est échangeur.

Tout d’abord, P (1) est clairement vérifiée.

Soit n € N*, tel que P (1),...,P (n) soient vraies. Montrons P (n + 1) . Soit donc E un espace
vectoriel complexe de dimension égale & n + 1 et » un endomorphisme de E vérifiant (C3) .
Distinguons deux cas :

e si u est indécomposable, alors, selon les questions précédentes, il est échangeur.

e sinon, il existe deux sous-espaces vectoriels F et G non réduits & {0} stables par u tels que

E = F @G et up et ug vérifient (C3). Selon les deux propriétés P (dim F) et P (dimG), up
et ug sont échangeurs et le procédé déja utilisé dans la question 18. permet de conclure que u est
échangeur.

D’ott P (n+ 1) puis Vn € N*, P (n).

Un cas particulier Le calcul des puissances successives de mat, (v) permet de justifier que I’indice
de nilpotence de u est égal a n.
Si E est une droite vectorielle, on a u = 0 : il suffit d’écrire E = E @ {0} pour constater que u est
échangeur.
Sin > 2, ayant
Vk e [1,m—1], u(ex) = ery1 u(en) =0
il suffit de définir
F = vect ((cg;c+1)0<k< L(n—l)/QJ) G = vect <(€2k)1gk< Ln/ZJ)
pour obtenir
E=F0od uw(F)C @ uw(G)C F
Donc dans le cadre de cet exemple, u est un endomorphisme échangeur de E.

24. Soit z € E\ {0}.

(a) Lensemble {k € N* | u* (z) = 0} est une partie non vide de N*, puisque 7 en est un élément.
Comme N est un ensemble bien ordonné, cet ensemble a un plus petit élément, que 1’on note
v (z) dans ce qui suit.

(b) Onnote F, (z) le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille (uk (:c)) c’est-a-dire

F, (z) = vect ((uk (m)) keN>

VEeN, u (uk f:.':]) = u* 1 ()
et ainsi les images par u des vecteurs d’une famille génératrice de F, (z) appartiennent &
F, (z). Par conséquent F,, (z) est un sous-espace vectoriel de E stable par u.
Par propriété d’endomorphisme induit, on a
(uru(@)™ = W) pym) =0
Ainsi up, (g est nilpotent (d’indice de nilpotence majoré par m).
En outre
Vk e N, v (uk (m)) = oF (u”(m) (m)) = (0)=0 W@ (z)#£0
ce qui implique que I'indice de nilpotence de uy, () est égala v (z).

(c) Onnote B, () = (z,u(z),...,u®1),

kEN?

Ona



Comme on a
VEEN, k> v(z) = u*(2) =0
B, (z) est une famille génératrice de F, (z). C’est un exercice classique de montrer que
B, (z) est libre. Supposons, par I’absurde, que 5, (x) est liée. Alors il existe des scalaires
@, 1, - - -, Gy (z)—1 NON tous nuls tels que
v(z)—-1

Z oguf (z) =0

k=0
Notant kg = min {k € [0, v (z) — 1] | ax # 0}, ce qui a un sens d’apres ’hypothese faite, en
appliquant u¥(®)~1-ko 3 ]4galité ci-dessus, on trouve ag, = 0, ce qui fournit la contradiction
voulue.
En conclusion B, (z) est une base de F, (z).
La matrice (carrée d’ordre v (z)) de I’endomorphisme induit par « sur F, (z) dans la base
B, (z) est de la forme de celle de I’exemple étudié a la question 23..

25. Comme le suggére 1’énoncé, procédons par récurrence sur I’indice de nilpotence de w. A tout entier
naturel non nul m, associons le prédicat
P (m) : étant donnés un espace vectoriel complexe E de dimension finie et » un endomorphisme
nilpotent de F d’indice de nilpotence égal & m, si dimKeru = p alors il existe p vecteurs
x1, Z2,...,Tp de E tels que

E= @Fu (zk)
k=1

Etablissons P (1). Soit donc E un espace vectoriel complexe de dimension finie et u un
endomorphisme nilpotent de E d’indice de nilpotence égal a 1 : cela signifie que ['on a w = 0. Dans
ce cas dimKeru = dim F et les n vecteurs d’une base quelconque de E conviennent. D’olt P (1).

Soit m € N*, tel que P (m). Montrons P (m + 1). Soit donc E un espace vectoriel complexe de
dimension finie et v un endomorphisme nilpotent de E d’indice de nilpotence égala m 4 1. Imu
est un sous-espace vectoriel de E (de dimension finie) stable par u et upy, , est nilpotent d’indice de
nilpotence égal & m. En effet, ayant u™*t! =0, ona

Vz € E, u™ (u(z)) = u™ (z) =0
et comme u™ # 0, il existe un vecteur z de E tel que u™ (z) # 0 ou encore

W™ (u () # 0

Notant ¢ = dim Ker uy 4, selon P (m) , il existe g vecteurs y1, 2, . . . , Yq, que I’on fixe, appartenant
a Imwu tels que

g
Imu= @ Fy (yg)
k=1

q
En particulier |_| B, (yx) est une base de Imw (adaptée & la décomposition en somme directe
précédente). =
Pour tout k appartenant a [1, ¢, notons zx un vecteur de E tel que yx = u (zx) . Par construction,
on a notamment

Vk € [1,q], v () = v(ye) +1
La famille (u”(y’c) (zx)), <kgq €St une famille libre (sous-famille de la base de Im v mentionnée
ci-dessus) de vecteurs de Ker u. Selon le théoréme de la base incomplete, il existe des vecteurs



26.

Tg+1, Tgt2, - - -, Tp de Ker u permettant de la compléter en une base de Ker u.

q

Alors la famille (I_l By (zk) | Ll (®g+1, Zg42, - .., Tp) est une base de E (famille libre de E ayant
k=1

le ”bon” nombre d’éléments d’aprés la formule du rang), ce qui signifie

E =P Fu (=)
k=1

(avec ces notations Vk € ¢+ 1,p], Fu (zx) = Czi).
On obtient donc P (m + 1), puis Vm € N*, P (m).

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie et « un endomorphisme nilpotent de E.
Ou bien v = 0 et u est échangeur (voir I’initialisation de la récurrence de la question précédente).
Ou bien u # 0. Dans ce cas, selon la question précédente, E admet une décomposition en somme
directe de sous-espaces stables par u tels que les endomorphismes induits par « soient échangeurs
(question 23.). En généralisant le procédé utilis¢ 4 la question 18., on conclut que « est échangeur.



Eléments de correction : Mines MP1 2014

1) Avec z = Re® = Rcos(d) + iRsin(f), le complexe e* a pour module eR*®) = %) et argument
Rsin(), donc ze* a pour module |z| x |e?| = Ref*®) et argument § + Rsin(6). Ainsi par identification
des modules et arguments, on obtient

}%GIZCOS(G) =
f + Rsin(f) = o [27] i.e. Rsin(d) = a — 0 [27]

zezzw(:){

2) En posant u(f) = 2% on obtient :

e d’une part, p(f) = 'Z“(l@% exp(u()) exp((cos(d) — L)u(h))

avec u(f) qui tend vers +oco quand 6 tend vers 0T (car o > 0) et (cos(8) — 1) u(f) g —%02% ~ —%Ga

qui tend vers 0. Donc par théorémes opératoires, exp((cos(d) — 1)u(6)) tend vers 1 quand # tend vers 0 et
v tend vers +oo en 0F;

e d’autre part @(f) = u(6) exp(—u(f)) exp((cos(8) + 1)u(h))

avec u(f) qui tend vers 400 quand 6 tend vers 7~ (car o — m > 0) et

(cos(8) + 1) u(f) ~x (a— Tr)%g—} ~g %(a — m)(m — 6) (cf premier point). Donc par continuité
de exp, le terme exp((cos(d) + 1)u(f)) tend vers 1 quand 6 tend vers =, et par croissances comparées,
] © tend vers 0 en —I—oo;|

e Ainsi, comme ¢ tend vers +oo en 0%, il existe € €]0;7/2[ tel que : V8 €]0;¢], ©(f) > 7 (car r > 0).

Et comme ¢ tend vers 0 en 7, il existe &’ €]0; w/2[ tel que : VO €]m — &'; 7[, @(6) < r (car r > 0)

Comme ¢ est continue sur 'intervalle ]0; 7| comme quotient et composée de telles fonctions, par le théoreme
des valeurs intermédiaires (comme ¢ prend sur |0; €[C]0; 7/2[, une valeur strictement supérieure & r et sur
|7 — €', w[C]m/2; 7 une valeur strictement inférieure & r), ¢ prend la valeur r donc

pour tout r > 0, 'équation ¢(f) = r admet au moins une solution. |

3) Soit w un complexe.

e Siw=0alors 0 € D vérifie g(0) = 0e® = 0 = w donc w est atteint par g.

e Sinon w # 0pwécrit w = re'® avec r > 0 son module et a son unique argument dans [27r; 4.

Via la question 2, il existe § dans |0; 7| avec ¢(f) = r. On pose alors R = ;%?(%, comme sin(d) > 0 et
a—60>2r—m >0, ce réel est strictement positif.

Par définition de R et 6 : Refeos(®) — ;11_(96] exp <(a :i)(;‘)"ﬂ@) =@(f) =ret Rsin(f) =a -0

Ainsi via la question 1, on obtient ze* = w avec z = Re' qui est bien dans D, donc w = 9(z).
e Ainsi, tout complexe w est image par ¢ d'un élément de D, autrement dit [ g:D— Cest surjectivﬂ

4) Par définition de Iindice de nilpotence, N™~! n’est pas la matrice nulle donc

il existe X € My, 1(C) avec N"1X =£ 0,

Par l’absurde, supposons la famille (N¥X)g—g. n_1 liée. Alors il existe une famille (Me)k=0..n—1 non nulle
n—1

de complexes vérifiant Z MINEX = 0. On considére kg le plus petit élément de 'ensemble fini non vide

k=0
{k| g # 0}. Alors m =n — 1 — kg est un entier naturel, et on obtient :

n—1 n—1 n—1

0=N™0=N™ MeNEX | =) N NTHEX = AN NTHEX = ), NP 1X

0
k=0 k=0 k=kg

car si k < kg alors Ay = 0 par définition de kg et si k > kg, alors k — kg — 1 est un entier naturel donc
N X = NE-ko-1 N2 X = Q.
1



Or N™ X 0 par choix de kg, donc Mg, = 0 ce qui contredit la définition de kq.
Finalement, | la famille (N*X )¢ n_1 est libre.

5) Soit N P’endomorphisme canoniquement associé & N. Comme (N LS Jk=0.n_1 €st une famille libre &
n €léments (question 4) de M, 1(C) qui est de dimension n, c’est une base de cet espace. Dans cette
base B = (N"7'X,...,NX,X) de M,:(C) , la matrice de NV est J,(0) car N(N*X) = NF+1X et
N"X = 0 (puisque N™ = 0). Ainsi les matrices de N dans les bases canonique et B autrement dit
N et J,(0) sont semblables.

6) e Comme J,,(0) et —J,(0) commutent, on obtient e/»@=/(0) = ¢/n(0) e=/n(0) j ¢, £/n(0) g=/n(0) — o0 — T
Ainsi| e/n(® est inversible d’inverse e_J”(O).]

e Pour toute matrice carrée A, par continuité du produit par A (application linéaire sur M, (C) de
dimension finie), on a :

) .. NAk NAk B
Ae :ANIE?W ;k! :Nll_'l"ll AZA' :Nhlf}oo ZH Al =e*A

k=0

Ainsi toute matrice commute avec son exponentielle.

On obtient donc pour tout entier naturel k: (Jn(O)eJ“(O))k = (J,(0))* (eJ"(O))IC
et comme e’ est inversible donc tout (e‘]"(o))k avec k € N aussi, on a :
(L]n(())ezJ”(O))]C =04 (Ju(0))F =0 k > n (car J,(0) est nilpotente d’indice n).
Finalement, on a prouvé que | J,(0)e’® est nilpotente d’indice n. .
Remarque : le polyndme caractéristique de J,(0) est det(X I, — J,(0)) = X™ (déterminant d’une matrice

triangulaire supérieure) donc via le théoreme de Cayley-Hamilton, ce polyndme est annulateur de Jn(0)
donc on a (J,(0))" = 0.

Mais en notant (ey, ..., e,) la base canonique de C" = My, 1(C), on a par définition de J,(0), J,(0)e; = e,
pour tout £ = 2...n, done (Jn(0))" 'en = en_(n_1) = €1 # 0 ce qui assure que (J,(0))*? n’est pas nulle.
Ainsi (J,(0))"* £ 0 et (J,(0))" =0 donc Jn(0) est bien nilpotente d’indice n|.

7) o Par continuité de I'application linéaire 4 +» PAP~! (définie sur M,(C) de dimension finie, donc
continue), on obtient pour tout A de M,,(C) :

N N %
Ak P Ak p-1
Ap-1 __ : -1 __ o i
Pe*P™ =P (thx (}E o >> P = hm ( ( E i ) ) — thoo ( E T)

k=0 k=0
Or PA*P~! = (PAP1)* par récurrence sur k. En effet, la propriété est vraie au rang k = 0 car PP~ =],

et si elle est vraie au rang k, alors PA*1p-1 = PAP- 'PAP™! = (PAP™ 1) (PAP™Y) = (PAP1)kH1,
PAP _
Donc PeP~' = lim (Z (——)) = lAPT,

N—c0 k"
k=0

En particulier |on a bien P e/n(0) p=t = PP

e Via la question 6, J,(0)e’~(® est nilpotente d’indice n, donc semblable & Jn(0) (question 5) : ainsi il
existe P € (7 L,(C) avec J,(0) = PJ,(0)e”»Op—1,

Avec N = PJ,(0)P~1, via le début de la question,
NeV = PJ,(0)P~ PO p-1 = pJ. (0)e™© P=1 = J,(0) donc |on a bien trouvé N avec J,,(0) = NeV,

8) e Comme A est un complexe, il existe u € D avec g(p) = A (question 3 : g est surjective). Comme A
est non nul, p ne peut pas étre nul (car g(0) = 0), donc x est un élément non nul de D donc de partie
2



imaginaire strictement positive (ce qui exclut les réels). Ainsi [u # —1 et pe* = g(u) = .

e On observe J,(u) = pl, + Jo(0). Donc comme pl, commute avec J,(0), on a el = gpln ¢Jn(0),

Or et = Z(’UJ) :< Mk)] =et ],

k!

et e = I+ J.( 0)+Z

(car J,(0)® = 0 pour tout k > n puisque J,,(0) est nilpotent d’indice n.

i)
Xk -2
On peut donc écrire &™) = I, + J,.(0) + J.(0)*Q(J,(0)) avec Q le polynéme Q Z
k=2

Amnsi Jo(u)e™ ™) = (uln + Jn(0)) € (In + Jn(0) + J2(0)2 Q(Jn(0)))
= petIy + pet Jo(0) + Jo(0)” (ue” Q) (Jn(0) + & Jo(0) + e Jo(0)? (I, + J(0) Q(Jn(0)))
donc comme pet = X, on a | Jn(u)e™# = AL, + (1 + 1)et J,(0) + (Jn(0))? p(Jn(0)) | avec p le polyndme
p=et(pQ+14+XQ)

9) Observons qu'’il est possible d’écrire C' = (u + 1)e* Jo(0) + (Jn(0))2 (Jn(0)) = (X R)(J,(0)) avec R le
polynéme R = (u+ 1)e¥ + Xp.
Donc comme ’évaluation est un morphisme d’algebre,

o C" = ((XR)(Jn(0)))" = (X™R")(Jn(0)) = Ju(0)" (B")(Jn(0)) = 0 car J,(0)" =
Donc C' est bien nilpotente d’indice au plus n.

o et C" ! = ((XR)(JL(0)" " = (X 1R 1)(J,(0)) = S(Jn(0)) ott S est le reste de la division euclidi-
enne de X" 'R™! par le polynéme X™ qui annule J,(0). Donc S = aX™ ! avec o le coefficient constant
de R" 1. Or a = R*4(0) = (R(0))™ ! = ((u+ 1)e*)™* ! # 0 car p # —1.

Ainsi 0! = @.J,(0)"! avec le complexe o non nul et la matrice J,(0)** non nulle (car J,(0) est nilpo-
tente d’indice n, cf remarque de la question 6). On en déduit C™~! # 0.

Finalement | C' = (u + 1)e* J,(0) + (J.(0))? p(J.(0)) est bien nilpotente d’indice n.

D’aprés la question 5, C est semblable & J,(0) ; ainsi, il existe P € GL,(C) telle que C = PJ,(0)P~1
La relation de la question 8 s’écrit

Tn(p)e™ ¥ = I, + C = M, + PJ,(0)P~* = P(AL, + Jo(0))P~! = PJ,(\) P,

On termine comme & la question 7 : | Jo()) = P71, (w)e’ WP = MeM avec M = P~1J,(p)P.

10) Comme N est nilpotente d’indice p, il existe X € M1 (C) avec NP~1X 7 0. Par le méme raisonnement
qu'a la question 4 (qui n'utilisait que I’indice de nilpotence de la matrice), la famille (N*X)p=o.. =
est libre. Le théoreme de la base incompléte assure que 'on peut compléter cette famille en une base
(Ne1X, L NX, X, X4, .. Xpp) de My, 1(C) (qui est de dimension n). Dans cette base,
1’endomorph1sme canoniquement associé & N a pour maftrice, une matrice du type

A= ( J?’(()O) g > car N(NP71X) = NPX = 0 et N(N*X) = N**' X pour tout E/ le ED,/;-2]].

11) o Soit X et Y dans M, ,_p, en faisant des produits par blocs, on obtient Tx Ty = Tx.v.
Ainsi Tx T x =Ty = I, = T_x Tx ce qui prouve que ‘ Tx est inversible, d'inverse T"_x. |

e Alinsi, toujours a ’aide de produits par blocs :

;o 1 { J(0) | B+XC L| =X\ ([ 10| -J0)X+B+XC
A =Tx ATy —< 0] © oL, )= \To C
3




Donc avec les notations de I’énoncé, ona| Z=Cet Y = B+ XC — J,(0)X.

12) En notant A la i-eme ligne de la matrice A, la relation ¥ = B+ XC — J,(0)X entre matrices & p
lignes, s'écrit : Y;y = By + X3)C — X(441) pour tout 4 efa. - 11(&1: Yip) = By + X)C.

Ainsi, on choisit la premiere ligne de X dans M ,_,(C), on’peut prendre par exemple cette premiére ligne
nulle. Puis on définit par récurrence limitée, X1y = By + X(nC pour tout £ de 1 & p — 1. Ainsi, on a

défini lune matrice X et par choix, toutes les lignes de Y sauf peut-étre la derniére, sont 11u11<;‘

13) e Par choix de A', les matrices A et A’ sont semblables et les matrices A et N aussi (question 10) donc
A’ et N sont semblables et il existe P inversible avec A’ = PNP~. Dans la question 7, pour tout entier na-
turel k, on a obtenu A’* = PN®*P~! donc comme P et P~! sont inversibles, on obtient A* = 0 «= N* =
ce qui prouve que | A’ est mlpotente d'indice p|comme N.

e Faisons le choix de X de la question précédente donc toutes les lignes de Y sont nulles sauf peut-étre la,
derniere. On a donc par récurrence, pour tout entier naturel k£ non nul :

(Jp(0))" | Y
A= avec Y1 =Y et Vg = J.(0)Y, + Y Z*
O A
Ca) Ca)
Observons, pour toute matrice C' : J,(0) : = ;
: Clp)
Clo) )
Donc en notant L la derniére ligne de Y, on obtient successivement
0
0 0 .
0 :
Vi=Y=|: |puisVa=J(0)Y +VZ=| o |etYs=J(0)Va+VZ%= 2
0 L
LZ
L LZ ot
")
5 L
0 LZ
Pour tout k entre 1 et p, par récurrence, V), = L € Mypn—p(C). En particulier ¥, = )
LZ ;
A8

k LZE’H Y,

est nul car A” = 0 comme A’ est nilpotente d’indice p (premiére partie de la question). Donc L = 0 et

finalement

14) Montrons par récurrence forte sur n € N, la propriété - suivante : toute matrice nilpotente de
M, (C) est semblable & une matrice diagonale par blocs de blocs diagonaux du type J,,(0) avec pour
J = l..r, les p; des entiers 11atu1 els non nuls (form 1 enonce

Nﬂt@w; Ha (JAJL u:a, AL SA

e Pour n = 1, la seule matrice nilpotente N est la matrice nulle, donc avecr = 1 et p; = 1, on a le résultat
4



(N = 71(0) = 0).
e Soctwe M® L.qg.

H{ soct  wvérifiée Iiur tout £ entre 1 et n.
Soit N une matrice nilpotente de My41(C) et p son indice de nilpotence.
Alors X? est un polynéme annulateur de N, donc le polynéme minimal 7 de N divise X? donc est de la
forme X* avec £ < p, mais par définition de p, aucun X* avec £ > p n'est annulateur de N donc 7y = XP.
Or via le théoreme de Cayley-Hamilton, my divise le polyndme caractéristique de N qui est de degré n+ 1.
Doncl<p<n+1.

Sip=n+1, alors NV est nilpotente d'indice maximum, donc via la question 5, N est semblable & J,,11(0)
donc r =1 et p; =n + 1 convient.

O Sip=1alors N=mny(N)=0doncr=n+1etp; =1 pour tout jC—-ﬂ_T n -+ }mcon\nent

(J Sinon 1 < p < n+ 1.0n peut appliquer les questions 10-11 ce qui montre que N est semblable 4 A’
avec Y = 0 et Z nilpotente d’indice au plus p (question 13).

Par hypothese de récurrence, comme Z est dans M,11_,(C) avec0<n+1l—p<n(carl <p<n+1),
Z est semblable & une matrice de type voulue. Plus précisément, il existe P inversible dans My 1_,(C),
un entier naturel non nul v’ et des entiers p} non nuls (j = 1..r") avec

I (0) (0)
Jp’ (O)
pzpl= ?
(0) p’r,(o)
L,00)| (0 0) (0) (0

OO\ (50 [ ) (& |©

donc A’ = = (0) I (0)

' (0)

©) | z :éoe)GLP : o | © 7,0 (O:)Q_IP

En posant 7 =r'+1, py = p et p; = p}_; pour j dans 2..”" + 1 = r, on obtient bien que A’ est semblable
& une matrice de type voulu, donc N qui est semblable & A’ aussi.

soit pour Lowl e appertemosnt & 4,1

Tous les cas de figures ont été traités et on a bien Iirouvé que Hy,.q est vraie (sous hypothése que Hy le
Ponc par récurrence forte (comme H, est satisfaite), |Hn est vraie pour tout n de N*.—I

15) o Le polyndme caractéristique x4 de A est scindé car dans C[X] et non constant. Ses racines sont
8§

exactement les valeurs propres de A, donc comme il est unitaire, on obtient : x4 = H(X — Ag)®

k=1
Les A¢ ¢tant 2 & 2 distincts, les polyndmes Py = (X — A\y)*¢ sont 2 & 2 premiers entre eux et le lemme des
noyaux assure donc

ker(xa(f)) @kel Py(f)) ie. C”:EBF@
=1

En effet, x4 est aussi le polyndme caractéristique de f (sa matrice dans une base est A) donc est annulateur
de f d’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton : xa(f) = 0.

e Ainsi la matrice de f dans la base canonique de C" i.e. [A est semblable 4 la matrice A'|de f dans une
base B = (By, -+, B,) de C" adaptée & la décomposition précédente (chaque B; est une base de F})ew
Souame Macele de ©". 5




Pour tout £, ’endomorphisme P,(f) est un polyndme en f, donc commute avec f et donc f laisse stable
Ker(Py(f)) = Fp. Ainsi la matrice A’ de f dans B est diagonale par blocs et chaque bloc est la matrice M,
dans la base By de F; de 'endomorphisme f, induit par f sur Fp:

M, 0)

e M,

(0) M,

L’endomorphisme (f; — AeIdg,)* = By(fs) est donc 'endomorphisme induit par Py(f) sur Fy, c’est donc
I'endomorphisme nul. Done f; — A Idp, est nilpotent et sa matrice N, dans la base B, aussi.
Finalement f; = Aeldg, + (fo — Meldp,) a pour matrice dans la base B, de F} la matrice ug Aedn, + N—[
ol ny est la dimension de F).
On a donc la forme voulue dés que l'on aura prouvé que 1, = a; pour tout £. Or par construction, le
polynoéme P, est annulateur de f, donc de sa matrice M, dans la base B,. Ainsi les valeurs propres de
My i.e. les racines de son polynéme caractéristique xaz, sont & chercher parmi les racines de Py qui n’en
admet qu'une A, Comme xp, est scindé (car dans C[X]), unitaire et de degré n, = dim(F}), on & pour .

tout £, xar, = (X — Ag)™. Ainsi par déterminant diagonal par blocs, on obtient XA = XA = H XM, i.e.

S

H(X Ap)t = H(X Ag)™ donc par unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, on a bien
=1
m pour tout E ce qui termine la preuve demandée.

16) Soit A une matrice de M, (C).

La question 15 assure que A est semblable & une matrice diagonale par blocs D avec des blocs diagonaux
de type Dy = Aplo, + Ny avec Ny nilpotente. 11 existe donc P inversible avec A = PDP!.

Fixons £.

Comme Ny est nilpotente, via la question 14, Ny est semblable & une matrice D) = = diag(Jp, (0) , Jp, (0)).
Il existe donc une matrice inversible @, avec Np = Q7 ngQf ainsi Dy = Aply, + Ne =@, (AZIQK + D})Qy
est semblable & Aply, + Dj = diag(Jp, (Ae), - . ., Jp. (Ae))-

Suivant la valeur de ), (nul ou pas), la questlon 7 ou 9 permet de trouver des matrices M ; avec

M 0
MieMs = J, (\e), donc avec M, = v , un calcul matriciel par blocs donne :
(0) M;
M; (0) eMi (0) Ipy (Ae) (0)
MMt = = = QeDeQ;!
(0) M; (0) eMr (0) Ip. (Ae)

Comme & la question 7, on a donc aussi en notant M, = Q7 MyQy, Iégalité ]\JgeM‘ =@, MeMQ, =

Un calcul par blocs, en tout point similaire au précédent, assure qu’en notant M la matrice dlagonale par
blocs M = dlag(l\éfl, : .M) on a MeM = D et donc avec B = PMP-! , on obtient :

BeB = PMeMp-1 = ppp-1— 4

Finalement, on a écrit toute matrice 4 sous la forme Be® ce qui prouve que

A € M,(C) — Ae* € M,(C) est surjective.
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Eléments de correction

Partie I - Généralités sur les suites orthonormales

LA )
D’une part (Cp | Cp) = / 1dt = 1 ainsi que
0

1 !
vn e N, (Cy | Cpn) = \/5/ cos (nmt) dt = [—1— sin (mrt)] =0
0 e 0

D’autre part, étant donnés deux entiers naturels non nuls distincts n et p, on a
1

1 1
(Cn | Cp) = 2/ cos? (nmt) dt = / (1 + cos (2nmt)) dt = [t + £ sin (2717rt)] =1
0 0 2nmw 0
1

1
(Cn| Cp) = 2/0 cos (nrt) cos (prt) dt = /0 (cos ((n + p) mt) 4 cos ((n — p) 7)) dt

[sin ((n+ p) wt) i sin ((n — p) ?rt)] !
(n+p)m (n—p7 o

Ainsi la suite C' est orthonormale.

De la méme maniére, étant donnés deux entiers naturels distincts n et p, on a

g 1 sin (2 (n )]
(sn|sn)=2/0 sin2((n+1)7rt)dt=/0 (1—cos(2(n+1)m))dt:[t—‘ f(éfnlzr t) -

=0

1

1 1
(Sn | Sp) = 2/0 sin((71+1)7rt)sin((p—|—1)7rt)dt=/0 (cos ((n — p) mt) — cos ((n + p+ 2) wt)) di

_ [sin((n—p)mt) sin((n+p+2)mi) : _0
N (n—p)m (n+p+2)m |y
Donc la suite S est également orthonormale.
LB

1.B.1) Selon la caractérisation métrique du projeté orthogonal vue en classe, ona dg (f) = If—T11% (DI
Avant f =113 (F)+ (F = TTa () et T1g (f) L (f =T (f)), le théoréme de Pythagore donne

1717 = ITT5 (DI + 1f = IT3 (HIF = T3 (DI +d (1)

1.B.2) D’aprés la question précédente, on a
vf € B, [Tz (DI < 17
etainsi sup T3 () < L.
lFii=1

Parailleurs [ (®0) = ®p etainsi ||[ 13 (®o)|| = |®oll = 1, ce quientraine| sup [[[Tg (f)l=1)|.
I71=1

L.B.3) Comme la famille (®g, ®1,...,P,) est une base orthonormée de V' (famille génératrice
orthonormée donc libre), d’apres le cours, on a

[T () => (@] f)
k=0




Par conséquent, pour tout entier naturel n, on a
n
2 12 N2 :
I3 (DI* < IFI* - ouencore > (@ | £)* < 1P
k=0

Ainsi la suite des sommes partielles de la série > (P | £)%, atermes positifs, est majorée, ce qui
assure la convergence de la série ) (®y | f ) et, par passage a la llmlte, la majoration

Z(‘Dk | 12 <1
k=0

(inégalité de Bessel).

I.C

1.C.1)

a) Soit k& € N. Notons N un entier naturel tel que fi € VZ' : alors, la suite (V) o, étant
croissante, on a

YyneN, n2> N=>fkeV¢
et ainsi
VneN, n>2N=T[[g (fe) = fr
ce qui conduit &
VneN, n> N = (f—[1g (f) = — fi + [Ig (fe = £))
b) Soit £ € R}.. Comme la suite (fi),pn converge vers f dans E, c’est-a-dire || f — f| -] 0,

: . . € ..
il existe un entier naturel k, que I’on fixe, tel que ||f — fi] < 5 En choisissant N comme dans la

question précédente, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a N, le projecteur orthogonal [[7 est
1—lipschitzien, et ce qui précede donne
If = TTs (DI < IIf = Fell + 1Te (e = DI <20 = full <e
En conclusion, ona || f — I (f)|| — 0.
n—oe

1.C.2) D’une part, si la suite orthonormale @ est totale, étant donné f appartenanta E, f estlimite

d’une suite d’éléments de Vi et, selon la question précédente, ona ||f — [[3 (f)|| — 0.
n—oo

Réciproquement, supposant (i%) , pour tout élément f de E la suite ([]5 (f)), ey d’6léments de
Vs converge vers f dans F, ce qui assure que la suite orthonormale @ est totale.

1.C.3) Supposons la suite orthonormale ¢ totale. Soit f € E. Ona

¥ e N, [IFIIF = IIT3 (DIF +1If = IT5 (D17 = ITT5 (OI° +d3 (f)* =D (Be | £)* +dg (7)°
k=0
Par passage a la limite, ayant || f — []3 ()l §ons 0, on en déduit
+oo
> (@l £ =117
k=0
et ensuite
¥neN, dg (2= > (Bl f)
k=n+1




Partie II - Fonctions lipschitziennes

II.A - Propriétés élémentaires.

I1.A.1) D’une part Lip (I, R) est une partie (toute fonction lipschitzienne est continue) non vide (la
fonction nulle sur I est lipschitzienne) de C? (I, R).

D’autre part soit (f, 9, ) € Lip (I, R)? x R. Si f, resp. g, est lipschitzienne de rapport C, resp.
D, alors

Y (z,y) € I%, |(af +9) (@) — (af +9) )] < (lo] O+ D) |z —

ce qui signifie que af + g est lipschitzienne de rapport |e| C + D.

Par caractérisation, Lip (I, R) est un sous-espace vectoriel de C%°(I,R).

En général, le produit de deux fonctions lipschitziennes f et g n’est pasune fonction lipschitzienne,
comme la prouve 1’exemple défini par

VzER, f(z)=g(z)=2

Soit f € Lip (I, R). Par définition, I’ensemble {F%—ﬁd‘ | (z,y) € 1%,z # y} est non
vide et majoré. D’aprés I’axiome de la borne supérieure dans R, le réel noté & (f) dans I’énoncé est bien
défini.

IL.A.2) Supposons I’intervalle I compact. D’une part, la fonction constante égale 4 1 (élément unité
de ’algébre CP (I, R)) appartient & Lip (I,R).

De plus, soit (f,g) € Lip(J, R)? : étant continues sur un compact, les fonctions f et g sont
bornées. Soit (z,y) € I%. Avec les notations de la question précédente, on peut ccrire

' F@)g@)—f@al) =r(@)(g@)—g@)+ @) —Fw)w
puis
1 (@) g(2) — F®) a@)| < 1F (@) (9(@) — g @)+ (@) = F ) 9 )] < (Iflloo D + l9lloc C) |2 ~ 9
ce qui prouve que fg est lipschitzienne sur .
Par conséquent Lip (I, R) est une sous-algébre de CY(I,R).

Lafonction [0,1] — R estcontinue, non lipschitziennesur [0, 1], car M — +o00.
T il \/.'_E- z—0 z-0+

11.B

Soit f € C* (I,R).

Supposons f lipschitzienne. Soit = € I. Par définition, on a

we iz, [FL=LE <)

L
Par passage 4 la limite, on en déduit | ' (z)| < k (f), etainsi f’ est bornée.
Réciproquement, supposant f' bornée, 1’inégalité des accroissements finis fournit
V(z,y) € I%, |f (&) = F )| < [|F]] o 12 —
et ainsi f est lipschitzienne. D’ou I’équivalence demandée.
La premiére implication donne Vz € I, |f’ ()| < k (f) puis (par définition de la borne supérieure)

La seconde implication (par définition de la borne supérieure) donne & (f) < || f'l|o -
En conclusion | k (f) = || f']loe =sup | '] |
I

i)



I1.C
Avec les notations et hypothéses de I’énoncé, il existe un réel K, que I’on fixe, tel que

vneN, k(fn) K
Soit (z,y) € I?. Ayant
vn e N, |fﬂ($)_fn(y)| (fn) |:L‘—y| le_yl
un passage 4 la limite fournit
1f (@) = f @I < Kz —yl

ce qui prouve que f est lipschitzienne de rapport K.
ILD Soit g € Lip ([0,1], R) telle que k(g) < 1
I1.D.1) Pour répondre & la question posée, il suffit de considérer la fonction g obtenue en ”pro-
longeant g par des constantes”, ¢’est-a-dire
Gpoy=9 VzeRL, G =g(0) Vzell,+oof, g(z)=g(1)
I1.D.2) Soit n € N*. Comme la fonction g est continue sur R, le "théoréme fondamental” de
I’analyse assure que g, est une fonction de classe C! sur R et

. 1 =
Vz € R, g, (z) =n<g <w+;) —g(w)>
Comme g est lipschitzienne de rapport 1, on en déduit
vz €R, |g, (z)| <1

z+1/n
/ G(t) -7 (@) dt

En outre

V(n,z) e N*XR, |gn () =g (z)| =n

ce qui conduit a

z+1/m rz+1/n o ;
V(n,3) € N* x R, |gn (z) - 5 ()] < / '|§(t)—§(w)ldt<n/ (t—a)at

et finalement a 1
V(n,2) € N X R, |g0(2) =G (@) < 5=
Ce qui précéde assure la convergence uniforme de la suite (gn),cn- vers g sur R.
ILE Soit f € C1 ([0,1],R).
ILE.1) Soit n € N*. Une intégration par parties donne

(f|Cn)= \/5/0-1 f (t) cos (nmrt) dt = /2 ([f (t) W] / £ () sin (ﬂ:rrt)dt)

c’est-a-dire

1

(f1Cn) = =——(f'| Sn-1)

II.E.2) Comme la suite .S est orthonormale, cl apres la question 1.B.3) (inégalité de Bessel), la série
Dons1 (] Sn_1)? est convergente et de somme majorée par [£11¥. Compte tenu du résultat de la ques-
tion précédente, on en déduit que la série 3 -, n? (f | Cn)? est convergente et de somme majorée par

1 12

— 171"

ILF Soit f € Lip([0,1],R).

IL.E1) Si la fonction f est constante, les propriétés demandées se vérifient aisément.




f

Supposons donc f non constante, de sorte que k (f) # 0. Posons g = m : la fonction g

est lipschitzienne de rapport 1. Selon la question ILD, g est la limite uniforme d’une suite (9p) pEN® de

fonctions de classe C! sur [0, 1] et de dérivées bornées par 1.
Selon la question ILE, pour tout entier naturel non nul p, la série 3,5, n* (gp | Cn )? est conver-

Il
gente et de somme majorée par 2
Soitn &€ N*.Ona

1
Vp € N*, er (g0 | Cr)* < < 1)

L’inégalité de Schwarz et la domination de |[ | par || ||, donnent

Vp e N*, Vk € [1,1], (95 | Ci) = (g | Ci)l < llgp — gl ICwll < llgp — 9lloo
Par conséquent, par passage  la limite (quand p tend vers I’infini) dans la relation (1), on obtient

- il
DL
k=1

Ainsi la suite des sommes partielles de la série -, n? (g | Cn)?, de terme général positif, est
majoré, ce qui prouve la convergence de cette série ainsi que I'inégalité

+o0 1
S (9| Ca)l < =

Le report de la valeur de g donne finalement

+co ) 1 )
Yo r* (F1Cn)* < 5k (f)°
n=1

IL.F2) Soit n € N*. D’aprés le résultat admis par 1’énoncé aprés la question 1.C.3), la famille C est

|

+00
totale dans E et ainsi ona dg ' (F)? = Z (f | Ci)? puis
k=n
2 1R 2 1R 2_ 11 2
n—1 .2 o 2 Ly
dg ()" < mg_%’“ (F1C)” < 5 kZ:lk (F1Cr)* < 55k (f)
On a donc bien
1
s * -1 < Tk
Vi€ N*, 457 () < —E ()




Partie III - Constantes de Lipschitz d’une suite orthonormale

II1.A
Soient ® et ¥ deux suites orthonormales de E. Soit (m,n) € N x N*.
D’aprés la question 1.B.1),on a

n—1 n—1
vi e fo,ml, a5 ()" = lsll” = 30 Bk 195)" =1- 3 (8 | 4y)°
k=0 k=0
et ainsi, par sommation, on en tire
m m n—1 n—1 m
ng—l(w. =m-+1-— ZZ @kll,[)J —m+1 ZZ ©k|¢1 _m—'—l_Z“H\P (I)k
§=0 =0 k=0 k=0 j=0

Or, d’apreés la question I.B.3), on a
vk € [0,n -1, [TT (@x)II” < [196l* (= 1)

Finalement
vm € N, Vn € N*, n—}—ng_l (dzj)z >m+1
J=0
Notamment, en remplagant m par 2n — 1 dans la relation ci-dessus, on trouve
2n—1
Vn € N¥, Z dg_l (1,bj)2 =>n
7=0
I11.B

Soit T une suite orthonormale de E. On suppose Vn € N, ,, € Lip([0,1], R).
I11.B.1) Soit n € IN*. Selon ]a question II.LE2), en remplagant & par C, on a

Vi €[0,2n — 1], k (1;) > nrdg " (v;)
Par conséquent

2n—1 ) 2n—1
D k() 2 (m) Y dg
§=0 §=0

ce qui, selon le résultat de II1.A, permet de conclure

2n—1

vne N, S k(yy)?
7=0

[11.B.2) Si la suite (k (%,,)),,cn €tait bornée par un réel M, on aurait notamment
2n—1
vne N*, 3k (3;)? < 2ndd?
3=0
ce qu’interdit le résultat de la question I11.B.1). Par conséquent la suite (k (¢,,)),cn €St pas bornée.
111.B.3) Si la suite (k (¥,,)),cn ne tendait pas vers +oco, on pourrait en extraire une sous-suite

(k <1/)X(n)>) N bornée. Mais la suite (w,{(n)) N serait, elle aussi, une suite orthonormale de fonctions
ne ne

lipschitziennes sur [0, 1], ce qui contredirait la propriété obtenue 4 la question I11.B.2).
En conclusion | k (¢,,) — +o00|.
n—o




111.B.4) D*aprés la question I1.B, ona Vn € N, & (Cr,) =sup |Cy,|. Par conséquent
0.1]

vne N, k(Cp) =nmv/2

111.B.5) Supposons, de plus, que la suite (k (1,,)),,cy €St croissante.
Le résultat de la question 111.B.1) donne
2n—1
vne N, ndn? < S k()" < 2nk (¥gn0)”
=0

nw T
etainsi k (Yo, 1) 2 —4= 2 —=
(V1) > 752 92 i
Enoutre ¥n € N*, k (vs,) 2 k 1) = —=2n.

n (¢2n) (¢2n 1) 2\/5
Finalement, en posant| I' = — , on abien Vn € N*, k(v,) > I'n.

2v2

(2n—1).

Partie IV - Constantes de Lipschitz des polyndmes de Legendre

VA
Avec les notations de 1’énoncé, étant donnés deux entiers naturels m et n, le résultat que I’énoncé

demande d’admettre fournit

(Ln(2X —1) | Ly @X — 1)) = —LL/lpn(Qm_an(gm_ndx
0

2nnl 2mml

L ! 1/+1Pn(t)Pm(t)dt

t=2z—1 2nnl 2mml 2 1
1

A 77 e = 2n _|__ 15"7:;17.
Par conséquent il existe une unique suite (@), op répondant & la question posée et elle est donnée
par
vneN, o, =+/2n+1 ’
IVB
IV.B.1) Soit f € E. D’aprés les questions 1.B.1) et .B.3), on a
n—1 n
n 2 n 2 2
dg ()2 - dgt (f)* = <||f|l2 —> @kl > - (Ilfll — > (@] f)2> =(Qn | f)?
k=0 k=0
Par conséquent la suite (d’é (f )) est décroissante.
ne
[VB.2) Utilisons la caractérisation de la question 1.C.2) pour montrer que la suite ¢) est totale dans
E.
Soit f € E. Soit € € R’ Selon le théoréme de WeierstraB, il existe un polynéme P, que ’on fixe,
tel que [|f — Pl < e

11 existe un entier naturel mg, que ’on fixe, tel que P € Vé“’ : alors, pour tout entier naturel 7
supérieur ou égal a ng, P € V5. Par conséquent

VneN, n2ny=dj(f) <dg (/) <If - PI<|f - Pllo se

Par conséquent d7 (f) —> 0 ouencore HH?2 (NH-r1 H — (. Ceci étant vrai pour tout élément
n—oo n—oo
f de E, la caractérisation de la question 1.C.2) assure que la suite () est totale.



IVB.3) Soit (®n),cp une suite orthonormale de E vérifiant : pour tout entier naturel n, @, est

une fonction polynomiale de degré n.
Commengons par remarquer que I’on a
Vke N, degQr =%

On en déduit Vn € N, V= vect ((Qk)ocken) = Rn[X].

A tout entier naturel n, on associe le prédicat P (n) : &, = Qn ou &, = —Qn.
Tout d’abord Qo = 1 et, comme D est normé, on doit avoir &g = 1 ou &g = —1. Donc P (0)
est vraie.

Soit n € N tel que P (n) . Montrons P (n +1).

@, appartient & V“*I, plus précisément ®, 11 appartient & I’orthogonal de V¢ dans V”“, qui
est la droite engendrée par Qn+1 Les deux vecteurs @, 1 et @41 sont donc colinéaires, et etant normés,
nécessairement ®pp1 = Qnay 0u Bpy1 = —Qny1, ce qui prouve P (n+1).

En conclusion Vn € N, P (n), ¢’est-a-dire

|Vn€N, @annou@n=—Qn]

V.G
Soit n € N. La formule de Leibniz donne

_ (n) __ 1\ ny(n) __ L _ 1yn\(n—k) ny (k)
P = U = (X -1 (X+1)") g(k)((x 1) (X + 1))
n n n 2
= 3 ( : )Ag—wx—l)uﬁ()fﬂ)"-k :n!Z( " ) (X~ 1)F (X + 17
k=0 k=0
IVD Soit n € N.
IVD.1) Soit (z,6) € [-1,+1] x [-m, +7]. Le calcul donne

1—:1:1-) \/1+:v ,\/1—;2:_19 14z 1—-2% (0 _ l1-z
(2“ 2. ° - T 7 () - 2

= z+iv1—z%cosf
En reportant cette expression, on peut éctire

1 [t n 1 7 1 . 1
[ (s+iV/1-cPcost) do= o \/+I+z\/1 20 [/ +‘“
2r 2 = 2

—T

i s
OronaVk € Z, %/ e df = 65 .

Par conséquent
I

— <x+i\/l—x20059)nd9

1 47 non 1Tz 2n—k—~£ 1 k+t
_ 1 n n N —Z i(k—£)0
2w/_wzz<k><f)<\/ 2) ' < 2) e

i g(z)z ﬁ)%_zki%< 1;33)%
_ ;(Z)}uﬂ)n—k(m—nk:ﬁmw=Ln(m>



IVD.2) D’une part
2
V(z,0) € [-1,+1] x [~m,+7], ‘a: +1y/1 —? COS@I =22+ (1 —2%) cos® 6

2
et ainsi V (z,8) € [-1,+1] x [—m, +7], 'cc +iv1 — 22 cos 9’ < 1. Ainsi, selon Iexpression de L,
obtenue 4 la question précédente, on en déduit
Vz € [-1,41], |Ln(x)] <1

1 [
Cependant on remarque que ’ona Ly, (1) = o / df = 1. De laméme fagon, ona Ly, (—1) = (-1)".

-

Par conséquent| max |Lp]=1]|.
[_11+1]

Soit z € |—1,+1[. Dans ce cas

I @) < 35

-

o

Tz +1ivV1 — z? cos@lndG

et ainsi
1 + 2 2 . 2 n\n/2
l—an(w)|>%/ (l—(cos 6 + z*sin® 0) )d9>0
-

car la derniére intégrale contient une fonction continue, positive sur le segment [—, 47| et qui n’est pas la
fonction nulle car « € ]—1, 4+1[. En conclusion les éléments de [—1, +1] y réalisant le maximum de |Ln|
sont —1 et +1.

IVE Soit n € N.

IVE.1) Ainsi que le fait constater ’énonce, on a (X 2 1) U], = 2nXU,. En dérivant n + 1 fois
cette égalité, on trouve

(X2 = 1) U 42 (n 4+ 1) XULD + 0 (0 + 1) U = 20 XU + 20 (n+ 1) UL
ou encore

(X2-1) Pl +2(n+ 1) XP,+n(n+1) P =2mXP +2n(n+1) P,

c’est-a-dire

(1-X%)P/-2XP,+n(n+1) P =0
IVE.2) A partir de la définition de L,,, la relation précédente fournit
(1-X*) L} —2XL,+n(n+1)Ln=0
Par ailleurs, tenant compte de 1'égalité de IVE.1), on trouve
I (n+ DLy = P = UTS:-’:[Q) = ((x*-1) Un)(n+2)
= (X2 -1) UMD +2(n+2) XUSHY + (n+ 1) (n+2) UM
= (X*-1)P/+2(n+2)XP,+(n+1)(n+2)P,
= 2(n+1)XP.+2(n+ 1) P,
En divisant par 2"+! (n + 1)!, on aboutit a

T YTl 7 soaN T 79N
Lyyw=XLp+(n+1)Ln 2)

IVF
A la question IVD.2), on a établi la propriété ¥n € N, [rr11ax1 | L,=L,(1)=1
- ,+
A tout entier naturel n, associons le prédicat P (n) : L, (1) :[ma.x1 | L.
_1’+
D’une part, Lo = 1 et Lj = 0 : la propriété P (0) est vraie.



Soitn € N telque P (n) . Alors,d’apréslarelation (2),onaVz € [0,1], L; . (z) = zL}, (z)+(n + 1) Ly (z)
puis, selon P (n),

Ve € [0.1], Loy, (@) < max Ly + (n+1) max Ly

ou encore Vz € [0,1], L/ 1 (z) < Lj,; (1) . Par conséquent P (n + 1) est vraie.
PuisVn € N, P (n).
En outre, la relation (2) domne Yn € N, L/, (1) = L], (1) + (n+ 1) Ly, (1) et une récurrence
immédiate donne T
Ve N, max I = I (1) = T it )'
Soit 2 € N. Comme U,, est pair, le polynéme L!, est pair ou impair selon la parité de n.
Ayant Qn, = an Ly, (2X — 1) ona @, = 20, L!, (2X — 1) et ainsi
[Ié:lialc] |@n| = 2an irllixl] |Li| = 2oLy, (1) = omn (n+ 1)
Finalement (voir IVA)

vn €N, k(Qn) =[I(?-?-‘¥] Qnl=n{n+1)v2n+1

[
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Eléments de correction

Partie I - Caractérisation des matrices symétriques définies positives

On notera (| ) le produit scalaire usuel de My 1(R) et || || la norme associce.

1) % Onsuppose A positive, soit A € Sp(4). Comme A € S,(R),ona A € R.

Soit alors X € M, 1(R) un vecteur propre associ¢ ; on a

EXAX = XM PXX =)\ X
Ona || X||* > 0, car X, vecteur propre de A4, n’est pas nul et tXAX > 0, car A est
positive. On a donc A > 0. Par suite| Sp(A) C Ry |

Réciproquement supposons Sp(A) C R... Selon le théoréme spectral, il existe une matrice
orthogonale P et une matrice diagonale D telles que P™*AP = D. Fixons P et D et
posons D = diag(\1, ..., An), avec donc, pour tout i € [1,n], A; € Ry,

n
Soit X € My 1(R). Posons Y =P71X = | i |.Ona,car P€ On(R):

Yn

K2
tXAX = 'YPAPTYY = 'y (P APTYY = 'Y DY =) My}
=1

Par suite *X AX > 0, et ceci pour tout X appartenant 8 M, 1(R). Donc| A est positive |

2) On prouve, comme dans la question précédente, que si A est définie positive, alors
Sp(4) C R} l
Réciproquement si Sp(A) C R, on procéde comme dans la question précédente, en prenant
cette fois X # 0. Avec les mémes notations, ona *X AX > 0, car pour tout i € [1,7],
X >0et P71X 0, puisque P~ estinversible et X # 0.
Comme ¢’est vrai pour tout X non nul, on conclut que| A est définie positive [
1
1) Soiti e [l,n] et X = : une colonne non nulle.
Z;
X
0 .
En notant ¥ = .|, Y € Mpi(R),ona 'Y AY = tX A X, Comme A est définie
0

positiveet ¥ # 0, ona *X AW X > 0, et ceci pour toute colonne X non nulle. Done AW est
symétrique définie positive. D’aprés la question IA1, on en déduit Sp (A(l)) C R%. D’apres le
théoréme spectral, x 4 est scindé sur R, ainsi det (A®)) est égal au produit des valeurs propres

de A et donc| det (A(i)) >0}




2) Le résultat est clair pour n = 1.
Soit A € Sy(R) vérifiant Pp. Comme det(A) > 0, ona Sp(4) C R} (c’est-a-dire A
définie positive) ou Sp(A) C R* (c’est-a-dire A définie négative). Or a3; > 0, car

ayy =" ( ! > A ( 1 > , et I’on est donc dans le premier cas : A est définie positive.

0 0
3) a) Soit (X3,..., Xn+1) une base orthonormale de Myy1,1(R) formée de vecteurs propres de
A (une telle base existe, d apres le théoréme spectral) pour les valeurs propres respectives

(M, .-+, Ant1). Comme A vérifie Ppy1, ona det(A) > 0 puisque det(A) = T,

Comme A n’est pas définie positive, il existe ¢ tel que A; < O : par suite, il existe j
différent de i tel que \; < O (sinon det(A) < 0).
Les vecteurs X; et X; sont linéairement indépendants et vecteurs propres de A assocics &
des valeurs propres strictement négatives.
b) Notons z; la derniére composante de X; et z; celle de Xj;.
- Si z; =0, le vecteur X; convient.
- Sinon, posons X = z,;X; — z;X;. Ona X # 0, car (X;, X;) est libre. Comme la
famille (X;, X;) est orthonormale, il vient :
t.XAX =1 (:L‘jX.,j . :l)in) A (iL‘in - .CEin) =" (.’IIin - .’Zlin) (xj)\iXi . Zii/\ij) == )\12,72 -+ )\JLLZZ

Comme A; <0, A\j <Oetz; #0,onal'XAX <0

) SiX= ( 56 ,avec Y € My, (R), ona 'Y AMY <0 puisque ?Y AMY = tXAX, ce

qui contredit I"hypothése de récurrence. D’otl la conclusion voulue.

I.C Léquivalence est vraie pour n = 1 et fausse dés que n > 2. En effet, la matrice
A = diag(0,....0,—1), appartenant & S, (R), vérifie Vi € [1,n], det (A®) = 0, mais
elle n’est pas positive, puisqu’elle admet —1 pour valeur propre.

Partie II - Etude d’une suite de polyndmes

ILA — <, > estsymétrique.
— <, > estune forme bilinéaire, par linéarité de ’intégrale.

— Soit P e R[X].Ona (P,P) > 0,etsi (P,P) =0, lafonction P* continue, positive, d’intégrale
nulle sur [0, 1] est nulle sur ce segment. Par suite P a une infinité de racines, donc est nul.
En conclusion < , > est un produit scalaire sur R [X].

II.LB — Soit n € N. Comme deg(P,,) = 2n,ona|deg (P,(L")> =n|

n
— En appliquant la formule de Leibniz, on obtient : P = Z (:) (3 —1)M® (xmyh)
k=0 N
Lorsqu’on évalue en 1, seul le terme fourni par k& = n est non nul, car 1 est racine de multiplicité

égale a n de (X — 1)".

Dot | P™(1) =n! |




IL.C Soit n € N*. Notons que 1 et 0 sont racines d’ordre n de P,. Soit @ € Rn—1[X]. A l’aide d’une
intégration par parties répétée, on obtient, par une récurrence facile (il faudrait la rédiger) :
(@PP) = [@PFY]. - (@, B = (@O, PrY)
0
puis
¥p € [1,1], (@, P = (-1)7(Q®, P{*P))
et finalement (Q,PTSH)) = (—1)"(Q(”),Pn). Comme deg(Q) <n—1,ona Q™ =0, don
(@, By =0et[(Q,Ln) =0]

ILD 1) Soit n € IN. A tout entier naturel p appartenant [0,n] on associe le prédicat :

. — (__1)?7 (nf)z ! i _
Pp):In= = p)n+p)] /O " P(x —1)" Pdx
* La propriété P (0) est clairement vérifiée.

x Soit p € [0,n — 1], tel que P (p) soit vraie. Montrons P (p + 1) . Pour cela intégrons par
parties dans 1’égalité fournie par P (p) :

_1\P (2 ntpt-1 1 —1YP+L ()2 (g, — 1

( 1) (n) |: z (CB— 1)n—p] uE ( 1) (ﬂ) (N’ P) / mn—kp-l—l(x _ 1)n—p—1dm

n+p+ 1 0 (n—p)ln+p+1)! Jy

= i+
Y
_(n—p—l)!(n+p+1)!./o e ) o

Dot P (p+ 1) puis Vp € [0,n], P (p).

. —1\7 ! 2
Notamment, remplagant p par n, on obtient| I, = _< iledh) F

(2n 4+ 1)!
2) Le principe du calcul de la question 11C s’applique avec un polynéme de R, [X]. On en déduit :
(B, B} = (1P, Pa) = (<1 (@0)l = 5
n . 1
Comme P\ )(1) =nl,onentire| (Ly, L) = il

ILE Prouvons I’existence et I'unicité de la famille de polynémes (K7 ), o par récurrence sur N
— On doit poser Ky = 1 et ce polyndme répond & la question posée.

— Soit N € IN. Supposons I’existence et 'unicité de (Kp)o<n<n répondant au probléme. On
cherche K41 engendrant ’orthogonal dans Ry41[X] de Ry[X], qui est une droite vectorielle.
Kpy.y1 est Punique vecteur unitaire de cette droite, dont le coefficient dominant est strictement
positif.

Tenant compte des propriétés de la famille de polyndmes (Ly),,.p Obtenues précédemment, I’unicité

justifiée ci-dessus fournit la relatioh IVvneN, K,=+v2n+ 1Ly, |

ILF Lecalcul donnealors: [Ko=1 K1 =+3(2X-1) K;=+5(6X?—-6X+1)|

Partie ITI - Matrices de Hilbert



IILA

1)

2)

3)

On a H2 = et 1:1—3 e

D=
ol = o=
Wl N= =
= Wl ol
[ 8 e B N

Par toute méthode, on vérifie que ces matrices sont inversibles et I’on obtient :
i _§ 9 =36 30
Hy'= ( 6 19 ) Hy'=| -3 192 —180
30 —180 180

Suivant I’indication de I’énoncé, en soustrayant la derni¢re colonne de A,11 & toutes les
1 1

autres, on obtient un déterminant dont le coefficient (¢,7), avec 7 < n, est —— -
1+7—1 i+n

1— 4
G -i—?-i—- 1)(1f+'12) et dont le coefficient (4,m 4 1) est ——

On peut donc mettre en facteur
n

¢’est-a-dire

dans laligne 4 et n 4+ 1 — j dans la colonne j, avec 7 < n.

Par suite :
n
[He+1-9 o
_j=1 B n!
Ant1 = n+1 Dni1= (2n + 1)! P
H (n+1)
i=1 .
ol Dp41 est le déterminant dont le coefficient (i, 7), avec § < n, est T et dont la

derniére colonne est composée de 1.
En soustrayant la derniére ligne de D,,1; aux autres lignes, on obtient, par développement
suivant la derniére colonne, D, 11 = Dy, ou D, est le déterminant d’ordre n dont le coefficient

g
(1,7) est - ¢’est-a-dire — 0 ek 2

i+ji—1 n+j (i+7—-D(n+7)

On peut donc mettre en facteur n + 1 — ¢ dans la ligne 7 et

dans la colonne j.

. n2 ! 4
On en déduit D,, = ﬂ A,,. En conclusion,ona| Apy1 = (rl)

—_— A |
(2n)! (2n)! 2n 4101 7"
Précisons la "convention” ¢; = 1. A tout entier naturel non nul n, on associe le prédicat :
4
c
Pn): Ap=—"1
Con,

+ Tout d’abord P (1) est vraie puisque, pour n =1, A; =1l et ¢; =cg = 1.

* Soit n € N* tel que P (n) soit vraie. Montrons P (n+ 1).
En utilisant ’hypothése de récurrence et le résultat de la question précédente, on obtient

o

immédiatement Apyq = —L | ce qui signifie que P (n + 1) est vraie.
C2n42
4
Onadonc Vn € N*, P (n). Enconclusion,ona|Vn € N*, A, = = |
Con




4) x On a, par définition, Vn € N*, det(Hy) = A, puis, selon la question précédente, Vn € N*,
det(H,,) > 0. Donc pour tout n, n € N*, | Hy, est inversible \

% A tout entier naturel non nul n, associons le prédicat P (n) : A1 € N*.
. D’une part P (1) est vraie puisque AT+ = 1.
. De plus soit n € N* tel que P (n) soit vraie. Montrons P (n+1). Ona:

iy =(2n+1) (%}%) — (2n +1)< )A—

. A 2n
Comme le coefficient du binéme < ) est entier, on en déduit que A} 11 est entier,
n

c’est-a-dire P (n+ 1). On a donc Vn € IN*, P (n) ou encore pour tout entier naturel

non nul n, | det (H; ') est entier|,

5) Soit n € IN*,

* Comme H, est symétrique réelle, selon le théoréme spectral, son polyndme caractéristique
est scindé sur R. Notamment H,, posséde n valeurs propres réelles.

* On a vu que, pour tout p, p € [1,n], Ap > 0. On déduit des questions IB et IA que
Sp(Hn) C Ry L

IILB 1) Comme R,[X] est de dimension finie, on sait, d’aprés le cours, qu’il existe un unique
polyndme II, de degré inférieur ou égal & n, projeté orthogonal de f sur R,[X], qui vérifie
11, — f|| = minger,x) 1@ — fI-

2) * Soit n € IN. Comme II, € R,4+1[X], on a, d’aprés la question précédente :
HHn+1 - f“ < “Hn - f”
La suite (|TL, — f||),en est donc décroissante et, comme elle est positive, elle converge.
% Soit € > 0. D’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe P € R[X] tel que
[P — flloo, 01 <&, puis [P — f| < e. Fixons un tel polynéme P. Soit &y € N,
ko > deg(P) Par définition de TIx,,on a [T, — f|| < ||[P — f|| < & et, par decro1ssance de
la suite (||TI, — fl|),en on en déduit
VEEN, k2 k= [Tl — fl| <e

Ceci signifie que la suite (||II, — f||),.en tend vers 0. En conclusion hm I, — fl[ =01}
n—

3) Soit n € IN*. Etant donné (i,7), (1,7) € |[1,'n,]]2, le coefficient (4,7) de Hy, est égala:

1 Py e ; -
- = / t'L-I—]—Zdt — (X'L—I,X]—l)
i+i-1 Jo
4) Soit n € N*. Le polyndme II,, II, = Zaka, est I'unique polynéme de R, [X] tel que
k=0
f =1, € Ry[X]*, c’est-a-dire tel que
Vi€ [0,n], (I, — £, X9 =0



Oou encore

Vi € [0,n], i%(X’“,X") = {f,X")

k=0
D’apres la question précédente, cela équivaut 4 :
ag (f, X0
Hopr | ¢ | = :
Gn (f ’ X n)
an (f! ){0)
En conclusion : =i ;_'1_] :
an (f,X™)
5) Ona:

dt s

. O =
® faX / t2 Z
Il

2)
1y .
© (AX) /1+t2
L oy24t Tt 7
X?%) = - =1-——
* (fX5) = /0 1+62 /0 T2 171

Avec IIIA1, on en déduit

21
ao=30—z7r—181n2 a1 =—180+ 36w+ 961In2 a2=180—ﬁ7r—901n2

2

Partie IV - Propriétés des coefficients de H '

IVA Soitn € N*.

1) En utilisant la question IIIA 1, on obtient :
81 = 1 89 = 4 83 = 9 \

“The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences” suggere la propriété :

Vn € N*, s, =n?

o™

g
2) a) Le systéme proposé s’écrit matriciellement H,, :
(n)
. o . In—1
Comme H, est inversible, il admet pour unique solution :
al™ 1
0
P =HY
(n)
an_1 1



b) On a donc, pour tout p, p € [0,n — 1], ap () — Zh; +11’3). Aprés changement d’indice

i =p-+ 1, onen déduit

n—1 n n
SN IS
p=0 i=1 j=1 ’

3) En utilisant la question IIIB3, on voit que le systéme de IVA2a s’écrit aussi :
k13
Vie[Ln], S el (Xt X =1
j=1
c’est-a-dire :
Vi e [1,n], (Sp, X1 =1
Par combinaison linéaire de ces relations, on en déduit la relation demandée par I’énoncé qui
s’écrit aussi
Ve Rp1[X], <SnQ@>=Q(1)

4) Ona sp = Sp(1) et, d’aprés la question précédente, Sn(1) = ||Sn||®>. En exprimant les

coordonnées du polynémes Sy, dans la base orthonormale (Kj, ..., Kn—1) de Rp_1[X], il

vient :
n—1
=D _(Sn Kp)K.
p=0

et donc (question précédente ) :

n—1
n=ISnll? = (S, Kp)® ZK
p=0

5) D’aprés la partiell, ona:
Vpe[0,n—1], Lp(l) =1, Kp = /2p+ 1L,

dou|Vp € [0,n—1], Kp(l) =+/2p+1}

n—1
-1
6) On adonc s, = 2(210 +1)=2 % + n, ou encore| s, = n? |
p=0
Un coup de chapeau & “The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences” ;-)

IVB Soit n € N*.

1) Soit p € IN*. La formule de Pascal permet d’écrire
<2p :(219—1 o 2p—1 ) 2p—1
p p p—1 p
; ( 2p > )
ce qui prouve que v est pair.

Ensuite les égalités

( n;p > < Z > - (nnJ!rpjlg)!p! (:!—p)! B (2p()T!L?;1p—)!p)! g?))": B ( ”;Z‘)P ) < 25 >




prouvent que ( n;—p ) < Z ) est un entier pair.

1
2) Comme cela a été vudans la partie I, ona Kpn = v/2n + 1L, avec Ly = — (X (X - 1))”)(”) .
7.
n

Or (X (X -1))" = (-1 ( Z ) X" et ainsi

p=0

1« - 7 - n n+p
B _ v nooxp _1)"P P
L"_n!z( b <p mip -Z( Y p p =
p=0 p=0
Selon la question précédente, le polyndme L, est & coefficients entiers. Plus précisément son
terme constant est égal 4 (—1)" et les coefficients des mondémes de degré appartenant & [1,7]

sont pairs.

3) Soit P, P, = (pi’j)lgi’jgn,
(Ko, ... Kn—1) orthonormée pour le produit scalaire < , > . Soit (¢, 7) € [1, n]?. Grace ala
relation vue en IIB3) et 4 la bilinéarité du produit scalaire, la régle usuelle de calcul de produit
matriciel donne

la matrice de passage de la base canonique de R,,_; [X] & la base

n n n T

(*Pn Hy Pn)m- = ZZPM (Hn)popej = ZZPk,ipe,j < XF x>

k=1 £=1 k=1 =1

B <Zpk’,,;Xk_l, ng,ij—l> =R Ki, KJ B 61".7'
k=1 (=1

Par conséquent, on obtient * P, H,, P, = I,,.
a) Légalité qui vient d’étre justifiée s’écrit aussi H,,* = P, 'Py. Or, selon la question
précédente,

J . ,
Vieo,n—1], K;=+/2j+1Y_ (-1)~* ( . ) ( JZ’” )X’“
k=0
et ainsi la matrice P, est triangulaire supérieure et en outre
Vi,j € [Lnl? i <j = pig =2 - 1(-1)"" < 3:11 ) ( ' JZTIQ )
Par conséquent
c1m) o & i1\ (i+i-2)?
. -1n) 2 . - .
VZG[[I,TL]], hi,i _lei’j_zl(%_l)<i—1> < i—1 >
J= j=
Notamment

k(3

2
B =S (2 -1)=n? R =(2n-1) < 2 —2 )

n—1

j=1

b) De méme, pour tout couple (i, ;) d’éléments de [1,n], on peut écrire

(—1m) _ it % - k—1 k+i—2 k—1 k+j—2
hij = (1) ) Z(_‘)(Qk 1)<¢—1>< i1 i-1 il1
c=max(z,]

et les coefficients de la matrice H; ! sont bien des entiers relatifs.
¢) Etant donné un couple (4, ) d’éléments de [2,n], tout élément k de [max (i, 5),n] est



supérieur ou égal & 1 et ainsi, selon la question IV-B.1), ( 15:11 ) ( k ji; 2 ) et

kE—1 kE+gj—2
j—1 ji—1
multiple de 4. Par addition on en conclut

V(i,5) € [2.n]2 h;M €4z

sont tous deux des entiers pairs et leur produit est donc un
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Eléments de correction

1. Soit (M, X) € My, (R) x My 1 (R). Avec des notations explicites, on a

T n n
: Ml 5
Vi€ L, (S megas| < 3 Imegllegl < 301X
j=1 j=1 j=1
ce qui donne immeédiatement
1M X|oo < [M]}]X]loo

2. (a) Notons (c1,¢g,. .., cq) labase canonique de R? et ¢ I'isomorphisme de M sur R? défini par
Vie[l,d), p(Bi)=ci
Avec les notations de I’énoncé, ona N = || ||, o ¢ : donc, d’aprés un résultat de cours que I’on
peut aisément justifier, A/ est une norme sur M.

(b) N et larestriction de || || & M sont deux normes équivalentes sur M (deux normes sur un
espace de dimension finie sont équivalentes) : il existe donc a et b réels strictement positifs tels
que

VM € M, a||M|| < N(M) < b||M]|
(¢) 1l s’agit d’un résultat de cours. Avec les notations de I’énoncé, on a
(M,)pen converge vers 0 dans (M, || [|) < || ] s 0
p—to0
& NUM) — 0
p—too

& Vk eﬂlvd]]ulwp(k)lp_'__i_)coo
& Vke[l,d],zp(k) — O

p—+o0

3. (a) Soit z € I. Comme f est notamment de classe C* sur I, on peut lui appliquer le théoréme de
Taylor avec reste intégrale :

£-1 § 8 b
_ ALY k 2 (g —u)?
NP D I A N (1]

ce qui est I’égalité demandée puisque, par hypothése, Vk € [0,£ — 1], f ®E)(X) =0.

f(=) 7O (u) du

1 (1 _ 4381
(b) Enposant Vz € I, h(z) = / (l(f_”j"_)l_f([)((l — t)A + tz) dt, le changement de variable
0 - .

défini par u = (1 — t)A + tz dans lintégrale précédente donne
N A I :
vz el, f(z) = -1 O - )+ tz)(xz — A)dt = (z — A)*h(z)
0 - H
La fonction h est définie par une intégrale a paramétre. Soit n € N* : montrons que la fonction
h est de classe C™ sur I.




Pour cela, considérons la fonction g: I x [0,1] — R .Ona:
1—t)!
e pour tout ¢ appartenant 4 [0, 1], la fonction g (-, t) est de classe C™ sur I (car f € Cf°) et

kg (A=) 4 esn
Vk € [0,n], V(z,t) € I x[0,1] (z,1) = ~—————tF FEFR (1 — t) X + tz)

ra (¢ —1)!
k
o Vk e [0,n—1], Vz €I, i i (z,-) € £ ([0,1]) (continuité d’une fonction sur un segment)
k
e Vz €I, % (z,-) € CM ([0,1]) (continuité d’une fonction sur un segment)

. . . on A
e (domination locale) soit 5 un segment inclus dans 7 : alors —i—, continue sur le compact
S % [0,1], est bornée sur S x [0, 1], ce qui assure I’hypothése de domination locale puisqu’une

fonction constante sur un segment y est intégrable
Le théoréme au programme permet de conclure que h est de classe C™ sur [ et

Lon (1 -ty
M ()= [ 29 - ni (E+n) (1 —
vz € I, h'™ (z) /0 oy (z,t)dt /ﬁ t =1 (1 — )X+ tx)dt

Ceci étant vrai pour tout entier naturel non nul n, la fonction h est de classe C*° sur I.

4. Soit (f,g) € (CP)?.

(a)

On suppose.3h € CF° : f =g+ h[] 4. Soit k € N. La formule de Leibniz permet d’écrire

k
k )y (k—i
(r=a® =3 (F)ndney

=0
Ainsi

k
¥j € [1,7], Vk € [0,m;=1], FP(y)—g® () = (f-9) P () = Z(’j) I () A=) =0

(b)

LSS
=0 ca

i=0
car
i<k<m;—1

ou encore f =9

11 s’agit d’étudier la réciproque. A tout entier naturel r, associons le prédicat :
P (r): pour tout élément f de C5°, si A1,..., A sont r éléments distincts de I et si
m1,...,m, sont des entiers naturels non nuls tels que

vie L], vee[o,m; —1], fE () =0

alors il existe & appartenant a C7° tel que
T

Ve el, f(z)=]](e— )™ h(z)
j=1
Commengons par montrer P (0) : si f est un élément de C$° vérifiant les hypothéses de P (0),
un produit indexé par I’ensemble vide étant égal & 1, il suffit de choisir & = f.
Soit r un entier naturel tel que P (r) soit vraie. Montrons P (r 4 1) . Soit f € C§°. On suppose
que Aty ..., Ar, Arg1, M1, ..., M, Mey1 Sont donnés, vérifiant les hypothéses de la propriété

o



P (r +1). En appliquant P (r), on sait qu’il existe h; appartenant & C7° tel que

vz el, fz) =@ - \)™ hi(x)
j=1

= P(z)
En posant A = Ary1 et £ = myy1, la formule de Leibniz donne
k
Vke[o,e—1}, 0=P)=>" ( ; ) PED()RO ()
i=0

ce qui s’écrit sous la forme du systéme linéaire suivant :
(P(A)h1(A) =0

P'(Nhi(A) + PRy (M) =0
) POV ) + 2P 0 () + P(MA!(A) =0

PED (AR (A) + - + ( g:; > Pl()\)hge—2)()\) + P()\)h,ge—l)(/\) =0

Comme X n’appartient pas & {A1,..., A}, P(X) # 0 : enrésolvant ce systéme triangulaire
en descendant”, nous obtenons donc h1(A) = hy(X) = ... = hge_l)()\) = 0. La question 3.
assure alors I’existence de h dans C$° tel que Yz € I, hi(z) = (z — A)*h(x), ce qui donne la
décomposition cherchée, & savoir

r+1

veel, flz)=| [J—2)™ | k=)
i=1 /

Ainsi P (r + 1) est vraie, puis Vr € N, P (r).
Supposant f = g, avec les notations de I’énoncé, il suffit d’appliquer la propriété P (r) ala

fonction f — g : il existe h dans C7° tel qué f=g+hlla.
Soit (P, Q) € R[X ]2 . D’apres le cours sur les polyndmes, les assertions suivantes sont équivalentes :
e P j Q
e pour tout j appartenant 2 [1,7], A, estracine de P — @ de multiplicité supérieure ou égale a m;
I8
o [J(X—2)™ divise P - Q
j=1
e JH cR[X]: P=Q+ HIly
Lapplication ¢ est clairement linéaire.
Etablissons son injectivité. Soit P € Ker () : ona P o 0. Le résultat de la question 5. prouve donc

que IT4 divise P dans R[X], ce qui impose P = 0 car P est de degré strictement plus petit que
celui de II4. Ainsi, ¢ est injective. Comme R.,_; [X] et R™ ont méme dimension finie, ¢ est un
isomorphisme d’espaces vectoriels de Rp,—1 [X] sur R™.



7. Soit f € CF°. Par définition, on a
- = ( () (k) )
VP ERnalX], 5 P olP) = ((f00) e (1900) et
Comme ¢ est bijective, il existe donc un unique polynéme Py appartenanta Ry, 1 [X] tel que f s P
ce polyndéme est donné par Py = ¢! ((f(kl)(/\l))ogklsml—l s (fikr)()—‘T))ngrgm,—l) .

8. Dans cette question, comme f et Py sont deux polyndmes (identifiés a leurs fonctions polyndmes
associées) tels que f 9 Py, d’aprés la question 5., il existe un polynébme H, que I’on fixe, tel que

f = P¢ + HIL,4. Le calcul polynomial habituel donne alors

N
> arAR = Pp(A) + H(A)T4(A) = Ps(4) = f (4)

k=0
puisque IT4(A) = 0.
) 5 —4
9. Ieid= 4 3 ) A€ MyR), I=R
(a) Commengons par calculer le polynéme caractéristique de A :
X-5 4 .
a0 =| X0 |-y

Comme I14 divise x4 et A — I # 0, alors[HA =x4 = (X -1)? I Pour cet exemple, on a
m=2,r=1et A =1
(b) Soit f € C¥. Le polynéme Py est de degré inférieur ou égal a 1 et vérifie
FQ)=pP (1) fO)=F;()
Par conséquent Py = f(1) + f/(1)(X — 1). Nous obtenons donc :
. o . o _{ 5a+b —4a
(i) AvecVz € R, f(z) =az+b: Py = f donc f(A) =aA+bly = ( da  —3a4b ) .

(ii) Avec Vz € R, f(z) = sin(rz), f(1) = 0 et f/(1) = —m donc
f(A)=—7r(A—I2):47r< )

(iii) Avec Vz € R, f(z) = (z — 1)%g(z), f(1) = f/(1) = 0 donc f(A4) = (0).
10. Soit f € C7°. D’aprés la question I 7., on a
Py =7 (F00), O SV 00), o FO), £ O F D 00))
Par linéarité de ¢!, et en notant (c1,...,cm) labase canonique de R™, nous avons donc
Pr o= fa)e He)+ -+ MY 0)e H em,)
+F )™ empr) + -+ D 02)0 ™ (emrms)

+f(/\r)30‘1 (Cmatotmos1) Tt f(mr-l)()‘r)(P_l(Crn1+---+mr)
Nous obtenons la décomposition demandée en posant :

VJ € [[1’7.]]) Vk € [[O)mj - 1]], Qj,k = ‘P_l (cm1+---+mj_1+k:+1)




Supposons trouvée une autre famille (Rj’k)o ;55 j<r  de polyndmes répondant a la question posée.
<k<my—1

Soient jo € [1,7] et ko € [0,m;, — 1]. Appliquons la propriété en remplagant f par Qjo,k, : il s’agit
d’un polyndme de degré inférieur ou égal a m et ainsi, selon la question II 7, on a Py, .. = Qo ko-
On en déduit

T m,—l
Qjﬂykﬂ - QJO ko Z Z QJQ Imo .7 k= RjO:kO
3=0 k=0
car B
Vi € [l VE € [0,m5 — 11, @5, () = Biodre
En conclusion il existe une unique famille (Q;%) 1<j<r de polyndmes vérifiant
0<ks<m;—
r mj—l
VfeCr, Pr=3_ > f00) Qe
J=0 k=0

11. Considérons R[A] = {P(A) | P € R[X]} : par propriété de cours, il s’agit d’un sous-espace
vectoriel de M., (R) de dimension égale au degré de II4, & savoir m. Avec les notations de I’énoncé,
nous pouvons écrire :

r omy—1 r m;—1
VP e R[X], P(4) = Pp(A) = | D 3 POO)Qx | (A) =D > PH(N)Z
J=0 k=0 3=0 k=0
Ceci prouve que la famille (Zjk) ¢, engendre R [A] : comme son cardinal est égal a la
0<k<m;—1

dimension de R [A], cette famille est une base de R [A] et est notamment une famille libre de My, (R).
D’autre part, pour tout f élément de C7°, on obtient

r ;=1 T m}'_l
JA =P (A =35 fP0HQk | (A =D rHP0)Zk
7=0 k=0 =0 k=0
5] 5 ‘4 *
12. Iei A= 4 _3 et I =R}.

(a) Dans cet exemple, nous avons r = 1 et my = 2 : le résultat découle donc de la question 11.,
avec Z1 = Z1g et Zy = Zy 1.

(b) En replagant f par la fonction constante égale & 1, nous obtenons Iy = f(A) = Z;. Ensuite, en
remplagant f par idgr-, nous avons A = f (A) = Z1 + Z,. Par conséquent

4 —4
=1 ZzzA—Iz‘—:<4 _4)

(c) Nous obtenons donc:
(i) Avec Vz € R%, f(z) = z?0%:
8017 —&016 >

A0 — #(AY = f(1)Z1 + f/(1)Z2 = Z1 + 20042, = ( A e
(ii) Avec Vz € R, f(z) = vz :
VA= f)2 +F ()2 = 21+ 5 2 = ( . )



(iii) Avec Vz € RY, f(z) =2%:

VA=f(1)Z + (1) 22 = Z1 + 023 = ( L ta )

1 =4 1
3. Icid=| 2 -2 1 |, AcMs(R) et I =R.
1 -1 0

(a) Le calcul du polyndme caractéristique de A donne : x4 = X 2(X +1). SiIly4, quiestun
diviseur de x4 dans R[X] (théoréme de Cayley-Hamilton), était égal & X (X + 1) (scindé
simple), la matrice A serait diagonalisable. Or rg A = 2 et ainsi dimKer A = 1, ce qui
implique que A n’est pas diagonalisable.

En conclusion IT4 = x4 = X2 (X + 1) et A n’est pas diagonalisable dans M3 (R).

(b) Dans cet exemple, r = 2, A\; =0, Ay = —1, my = 2 et mg = 1. On en déduit donc
VfeCR, f(A)=f(0)Zio+ f(0)Z11+ f(=1)Z20
En utilisant une base bien choisie de Ry [X] (ce pourrait étre la base canonique), on obtient

0 00
(i) Avec f = X2, onobtient Zpo = A? = ( -1 10 )
-1 10

1 -1 1
(ii) Avec f = X (X +1), onobtient Z11 = A(A+ Iz) = ( 1 -1 1 )
0 0 O

1 0 0
(iii) Avec f = X +1, onobtient Z1 9+ Z11 = A+ I puis Z19 = I2 — A? = ( 1 0 0 )
1 1

14. Soit (f,g,a) € CP x CP x R.
(a) Comme Ry,_1 [X] est un sous-espace vectoriel de R[X], ona (aPf, Pr + Py) € Rm—1[X]? et
Vi €[l vk € [0,m; — 1], (@) 0y) = af®0y) = aPP ) = (@P)® ()
(f +9)® () = FR05)+9M ) = PP ) + PP O) = (Pr + PP ()
ce qui permet de conclure : I?a f=aPret Prio=FPr+ P ]

(b) On peut utiliser la caractérisation de la question I 4.. Il existe hy et hp, que I’on fixe, appartenant
a C7° telles que
fZPf+h1HA QZPg-l-thA
Alors
fg= prg + (Pfhz + hlpg + hthHA) T4
Comme Pyhy + hi Py + hihalls appartient 2 CF°, on en déduit fg . P;P,;. Comme,
par définition, fg i Pyg la transitivité ce (la relation d’équivalence) 5 permet d’écrire

Psy ” Py P,. Enfin, d’aprés la question 5, on obtient bien

|30 e R[X]: Py, = PP, + HIL4 |

15. On considére I'application S : C?° — My (R) .
foo— f(4)



(a) Tout d’abord, on a bien S (1) = 1(A) = Ia. Ensuite, selon la question précédente, étant donnés
[ et g dans C§° etunréel a, ona:
» S(af) = Pag(A) = aPy(4) = aS(/)
« S(f +9) = Pryg(A) = Py(A) + Py(A) = S(1) + 5(9)
«S(fg) = Pro(A) = (PP)(A) = Py(A)Py(A) = S(1)5(9)
En conclusion S est un morphisme d’algebres.

(b) Soit f € CP°. Les assertions suivantes sont équivalentes :
¢ f€KerS
e Pi(A)=f(A) =0
o P; estun multiple de 114 dans R [X]
o P; =0 (car Py est de degré strictement plus petit que 114).
Finalement les éléments du noyau de S sont ies éléments f de CF° tels que f ” 0, ou encore

| Ker § = 1L4C7° |

16. (a) Comme S est un morphisme d’algebres, on a
(cos A)? + (sin A)? = (S(cos))? + (S(sin))? = S(cos® +sin?) = 5(1) = 1(4) = I,

2
(b) De méme, on a (\/71) = S(f1)S(f1) = S(f2) = S(idr) = X (4) = A.
En outre %A = S(f2)8(idr) = S(f2ids) = S(1) = 1(A) = I, donc % = A"l

17. Avec les notations de 1I’énoncé, M 4 est I’image du morphisme d’algebre S : My est donc une
sous-algébre de My, (R). D’autre part, C7° étant commutative, M 4 Dest également. Comme on I’a

vu a la question 11 11., cette algébre est de dimension €gale a m et la famille (Z;) 1<jer  ©D est
ngémj—l
une base.

18. Soit B € My N GLn(R). Lapplication M, — My est linéaire et injective (car B est
M +~— BM
inversible, donc simplifiable). M4 étant de dimension finie, cet endomorphisme est également
surjectif. Comme la matrice identité est un élément de M4, il existe C appartenant a M 4 telle que
BC = I,,. Par conséquent B~ = C et B est donc inversible dans M.

19. Soit f € CP°.
Si f(A) est inversible dans M, (R), d’aprés la question précédente, son mverse est un ¢lément
de M. Tl existe donc g appartenant & C5° telle que f(A)g(A) = I, ce que I'on peut écrire
S(fg—1) = 0. On en déduit que fg — 1 appartient au noyau de 5, c’est-a-dire que fg = 1.
Notamment V5 € [1,7], f(};)g(};) =1 ce qui implique
Vi€ [Lr], f()#0
Réciproquement, supposons que ona V5 € [1,7], f(X;) # 0, ou encore Vj € 1,71, Ps(X;) #0.
Par conséquent IT4 et Ps sont premiers entre eux et, selen I'identité de Bézout, on a
(U, V) € RIX??: PjU +TI4V =1
On fixe U et V : en remplagant X par A dans cette identité, il vient: 7, = U(A)Py(A) car
I14(A) = 0 et par suite f(A) est inversible.

20. Soit f € C$°. Avec les notations de 1’énoncé Ap =11, A}



21.

22.

23.

Etant donné un réel ), les assertions suivantes sont équivalentes :

A€ Asp

o f(A)— M, ¢ GL,(R)

o (f—A(4) ¢ GL.(R)

e 37 €[1,r]: (f — A)(A;) = 0 (voir le résultat de la question précédente)
» )‘e{f()‘l))vf()"r)}

En conclusion | Ay 4y = f (A4) |

Il s’agit d’appliquer un résultat de cours dont la démonstration a été¢ demandée & la question 2. (c).
On a vu, 4 la question IIT 11., que (Z; &) est une base de M 4. Ona

1<jgr
r m;—1 r m;—1
VpeN, f(A)=> > fPOZk  FA =) FPNZk
j=0 k=0 7=0 k=0

D’apres le résultat de la question 2., une condition nécessaire et suffisante pour que la suite de matrices
(fp (A))pen converge vers f (A) dans My, (R) est que pour tout j appartenant a [1, 7] et tout k
appartenant & [0, m; — 1], la suite ( ;Ek)()\j)>  converge vers FEO).

pE

Soit t € R. Considérons la fonction f; définie par ’énonce et posons

p tg
Vpe N, Vz € R, Fy,(2) = E:cd
=0
Drapres le cours sur les séries enti¢res, ona Vk € N, Vz € R, Ft(};) (z) — ft(k) (z) . Notamment,
i p—00

pour tout j appartenant a [1, 7] et tout k appartenant a [0, m, — 1], la suite (Fﬂ?()g))  converge
; -

\

vers ft(k)()\j). Selon la question précédente, cela signifie que la suite de matrices (Fip (A)) ¢y

+00 #
converge vers f; (A) dans M, (R), ce qui s’écrit f; (A) = Z EAZ.
=0 "

1 -1 1
Matriciellement le systéme proposé s’écrit: X' = AX ot A = | 2 —2 1 | (matrice de
1 -1 0

I’exemple de la question I 13.). D’apres le cours, la solution générale du systéme différentiel est
donnée par V¢ € R, X (t) = exp(tA)Xo, Xo € M31(R).
D’apres la question III 13., on peut écrire :

141 -t t

eXp(tA) = ft(O)Zl)o-FftI(0)Z1,1+ft(—1)Z2,0 e Zl’o—l—tZLl—i—e—tZz’o = 1+t—et et—1 ¢t

l—et  ~1+4+et 1
Finalement la solution générale du systéme différentiel proposé est donnée par
z(t)=a(l+t)—bt+ct
yt)=a(l+t—e?)+blet—t)+ct , (a,bc) €R®
z(t)=a(l—et)+b(-1+et) +c
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Eléments de correction

1. Pour tout réel A positif ou nul, la fonction ®y vérifie: Vz € ]0,1], = @) (z) = A &, (z).
Ainsi en considérant I’endomorphisme T' de C* (]0, 1]) défini par
VfeCc®(0,1)), V2 €10,1], T (f) (z) =z f' (z)
la famille (@), ),cp ©St ainsi une famille de vecteurs propres de T' associés a des valeurs propres deux
4 deux distinctes. On peut donc affirmer que cette famille est libre.

Pour le calcul des déterminants de Cauchy, 1’énoncé comporte une coquille : il faut bien entendu

supposer V (4, §) € [1,n]?, a; + b; # 0.

2. Utilisant le caractére n—linéaire alterné du déterminant, multiplions la demiére colonne de Dy, par
n—1

A, et ajoutons lui la combinaison linéaire Z Ay, Ci, des n — 1 premiéres colonnes pour obtenir

k=1
1 1 1 1
“es R(a e 0
a1+ b a1 + bp—1 (a1) a1+ b ai + bn—1
ApnDn=| =| '
: : : : 0
1 1 1 1
- R R (ar
an + bl an + bn—l (an) ap, + bl an + bn—l ( )
car ai,...,an—1 sontles racines de la fraction rationnelle R (celle-ci est irréductible selon I’hypothése

rajoutée ci-dessus).

Enfin le développement de ce déterminant par rapport & la derniére colonne fournit| A, D, = R{an) Dpn—1 |
parrapp

3. Sideux des nombres by, ..., b, sont égaux, le déterminant D,, qui comporte deux colonnes égales est
nul, et la relation proposée par 1’énoncé est correcte.
Montrons le résultat par récurrence sur I’entier naturel n dans 1’autre cas. A tout entier naturel non nul
n, on associe le prédicat :
P (n) : pour toutes suites finies (ax)i<per, €t (bk)icpcn de nombres réels telles que by, ..., bn

soient deux & deux distincts et V (4,7) € [1, n]?, a; + b; # 0, on a (notations de I’énonce)

IT (a5 —a)(®;—0)
Dn _ 1<i<gsn
IT (ai+8y)
1<i,j<n
Tout d’abord P (1) est vraie (un produit indexé par () est égal a 1).
Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2 tel que P (n — 1) soit vraie. Montrons P (n). Soient
donc (ar);cpen € (Br)1chen deux suites de nombres réels telles que by, ..., bn soient deux & deux

distincts et V (4, J) € [1, n]?, a; + b; # 0. Avec les notations de la question précédente, —b, estun



pole simple de la fraction rationnelle R et

"ﬁl (2% +6n) nﬁl (an — ax)
T CAE LIRS P Ly TS
kl:Il (bn - bk) 1;11 (an + bk)

Ensuite la relation de la question précédente ainsi que I’assertion P (rn — 1) fournit bien P (n).
On adoncbien: Vn € N*, P (n).

Soit x € E. On a I’équivalence demandée gréce a la caractérisation de la borne inférieure et la

oy . . Cd(z,A)=0 <—=Ve>0,JacA:|z—a| <e
définition de point adhérent. En effet : Ve >0 Blz,e) A .
Soit (An),cny Une suite croissante de parties de £ : onnote 4 = U Ap.

neN
La suite (An),cp Stant croissante, la suite numérique (d (z, An)),en €St une suite décroissante de

réels minorée (par 0) donc convergente et liI_{l_’l d(z,An) = in'f\l d(z, Ap).
n—-400 ne
Ayant de plus Vn € N, A, C AonaVn € N, d(z,4,) > d(z,A) et ainsi
lil_lI_l d(z,An) 2 d(z, A).
n——100
Enfin soit a € A : par définition il existe un entier naturel ng tel que a € A,,. On fixe ng et on alors
lz —al = d(z, An,) >inlf\I d(z, A,). On en déduit Va € A, ||z —a| > hIil d(z, Ay) et par
ne n—-+oo

définition de la borne inférieure d’une partie de R, qui en est le plus grand des minorants, on obtient
d(z,A) > lirf d(z,An).

En conclusion on obtient bien I’égalité | d (z, A) = Hl—? d(z,An) |
n—100

Tout d’abord B NV est une boule fermée de 1’espace vectoriel normé V pour la norme induite par
celle de E. Comme V est de dimension finie, B NV est un compact de V, donc de E.

Ensuite ayant BNV C V,onad(z,V) <d(z,BNV).

Enfin étant donné un élément v de V,

oubien v € B etalors ||z —v|| 2 d(z,BNYV)

oubien v ¢ B etalors ||z — v|| > ||z|| = d(z, BNV) (car 0 appartienta BN V).

Par conséquent Vv € V, ||z —v|| = d(z, BN V) etainsi d(z,V) > d(z, BNV).

En conclusion on obtient bien I’égalité [ d(z,V)=d(z,BNYV) |

Lapplication BNV — R est continue (car 1— lipschitzienne) sur le compact 5 NV,
v [z—v

donc est bornée et atteint ses bornes notamment la borne inférieure qui est ainsi un minimum.

Par conséquent, tenant compte de la question 6., ceci assure ’existence d’un élément y de V' tel que

d(z,V) = llz —yll.

Supposant V' sous-espace vectoriel de dimension finie de ’espace préhilbertien réel F, la projection
orthogonale py sur V est bien définie (propriété de cours). De plus selon le théoréme de Pythagore,
ona

Vo €V, o —of? = o —pv @I + lpv (2) — vl
ce qui prouve que py () est 'unique élément de V' vérifiant d (z, V) = ||z — pv (z)]] .

Soient n un entier naturel non nul et 3, ..., z, appartenanta E.



9.

10.

Si la famille {z1,...,zy) est lide, I'un des vecteurs de cette famille s’écrit comme combinaison
linéaire des autres : il existe j, j € [1,n], tel que z; € vect ((mi)ie[[l,n]]\{j}> . On fixe un tel j.
En notant Cy, ..., Cy les colonnes de la matrice M (x1,. .., Zn), C; s’écrit comme combinaison
linéaire des autres colonnes de cette matrice et ainsi son déterminant est nul.

Réciproquement supposons la famille (z1,...,z,) libre. En notant V' = vect (1, Zn)
(e1,ez,...,en,) une base orthonormée de V et C' = mate, e, . e,) (21,...,&n), on peut écrire
M (zy,...,2n) = 'CC. Onaalors G (#1,...,%n) = (det C)? etdonc G (w1, . ..,25) > 0.

En conclusion G (z1,...,2,) = O si, et seulement si, (z1,...,2n) estliée. Dans le cas contraire
Gz, .y 3n) > 0.

On suppose la famille (z1,...,z,) libre et onnote V = vect (x1,...,2n). Soit z € E. Ona

vie [1,n], (z]2) = (2 —pv (2) | i) + (v () | 21) = (pv (2) | 7)
En outre |jz||® = ||z — pv (2)||* + |lpov (z)||*. Par linéarité du déterminant par rapport a la derniére
colonne, on peut écrire

(x1 | 1)

G(z1,...,Zn, ) = (z -|a:1)
(pv (2) | 71)

(z1 | zn) (z1 | pv (2))

(2n | 2n) (o0 2v (@)
v (@) | ) 2 —pv @I + v @7

11.

12.

(z1 | 1) (z1 | %n) 0

-+ G(.’El, ey Ty PV (x))

(Tn | 71) (zn | 2n) 0
(pv (z) [ 1) (pv (2) | 2n) Iz —pv (2)
Les vecteurs z1, ..., on, pv (z) étant liés, la question précédente donne G (21, . .., Tn, pv (z)) = 0.
Puis, développant le premier déterminant ci-dessus par rapport 4 la derniére colonne, on obtient

G(z1,... T, z) = ||x — pv (@)? G (21, .., 2n)
G (zy,.. ., Zn,T)
G(.’L‘]__, e ,.’En)

I

V€ E, d(z,V)? =

En conclusion

Etant donné un élément f de C ([0,1]) la propriété de croissance de I'intégrale sur [0, 1] fournit

. 1/2
(f) < ( N ( f‘;’-") cest-a-dire Ny (f) € Noo (). Ainsi[ Ny < Noo .
f0,1]

Si f est un élément de A il existe une suite (un), ey d'¢léments de C ([0, 1]) telle que
Noo (un — f) — 0. Linégalité précédente entraine alors Ny (un — f) e 0, c’est-a-dire
00

T~ 10 n—

feA’ Par conséquent[")21—DO c A

Pour tout entier naturel n définissons la fonction f,, sur [0,1] par Vo € [0,1], fa(z)=1-(1-2)".
On définit ainsi une suite (fn),cn 4 ¢léments de Vp convergeant vers g pour la norme Ng puisque

! 1
/ (1-t)*"dt =
J0

Ny

Vn € N, Ny (fo — @) = Tmrl

et Ny (fn — ®) — 0. Par conséquent on a bien ®g € —170-2.

n—-+00



13.

14.

15.

16.

17.

Soit g un élément de C' ([0, 1]) . Montrons que g est adhérent & V pour la norme Nz. Pour cela
utilisons la suite de fonctions (f,),,cs définie dans la question 12. et considérons la suite (g fn) e
d’éléments de V. On a

1
e N, N (g fm9f = [ (0 (U ()~ R0 ()" d
0
puis ¥n € N, No (g fn ~ g) < Noo (g) Na (fn — ®p) , ce qui implique N (g fn — g) e 0. Par

conséquent g adhérent &4 V pour la norme Na, ceci étant vrai pour tout élément g de (’ \[O, ]]) , Vo
est donc dense dans C ([0, 1]) pour la norme Ns.

La convergence uniforme d’une suite de fonctions sur [0, 1] entrainant sa convergence simple sur

[0, 1], tout élément de C ([0, 1]) adhérent a Vp pour la norme N, doit s’annuler en 0 : V4 n’est done
pas dense dans C ([0, 1]) pour la norme N,

Soit V' un sous-espace vectoriel de Iespace vectoriel normé (E, [j ).
Tout d’abord V' est non vide car 0 € V (car 0 € V).
De plus soient z,y éléments de V et «, 3 deux réels. Selon la caractérisation séquentielle de

V. il existe deux suites u et v d’éléments de V telles que u, — xetvy, — . Les
n——+00 n—-+oo

théorémes généraux sur les limites prouvent que 1’on a o un + Svn T %8 + By. Comme on a
=100

vn e N, au, + Bv, € V levecteur ax + [y est bien adhérenta V.

En conclusion V' est un sous-espace vectoriel de E.

Si V est un sous-espace vectoriel de C ({0, 1]) dense pour la norme N, notamment les fonctions
®,,, m € N, appartiennenta V.

Rec1p10quemen1 supposant que les fonctions ®,,,, m € N, appartiennent a V™, puisque V°°

un espace vectoriel (question 14.) toutes les fonctions poiynomes sur [0, 1] appartiennent & V

Or, selon le théoréme de WeierstraB, ’ensemble des fonctions polynomes sur [0, 1] est dense dans
C ([0,1]) pour No : par conséquent V est dense dans C' ([0, 1]) pour N,

D’ot la condition nécessaire et suffisante souhaitée.

Si V est un sous-espace vectoriel de C ([0, 1]) dense pour la norme No, notamment les fonctions @,
. , =52

m € N, appartiennenta V=,

P y R . y "F2 y 52
Réciproquement, supposant que les fonctions ®,,,, m € N, appartiennent & V°, puisque est
un espace vectoriel (question 14.) toutes Ies fcmn:nonq polynémes sur [0, 1] apparflcnnent AV’
théoréme de Weierstral et Pinclusion V> ¢ V- {(question 11.) entrainent 1"égalité Vi=C ([O., 1)
D’oi Ja caractérisation demandée.
La suite (Wy),,cpy €st une suite croissante de parties de €' ([0, 1]) dont I'union est égale & W. Selon la
question 5., pour tout éiément f de C ([0,1]), on peut écrire d (f, W) o d(f,W).

n—-10o
D’une part si W est dense dans ' ([0, 1]) pour lanorme N», notamment pour tout entier naturel m la
fonction ®,,, vérifie d ($,,, W) = 0 ou encore lixf d (O, Wy) = 0.
=t
Réciproquement supposant vm € N, lim d (®yn, Wp) = O cela signifie Ym € N, d ($n, W) =0
n—--0co

ou encore Vm € N, ®,, € W". Selon la caractérisation de la question 16. cela signifie que W est

dense dans C ([0, 1}) pour la norme Na.
D’ot la condition nécessaire et suffisante souhaitée.



18.

19.

20.

Soit (u,n) € N. Utilisant le résultat de la question 10., sans oublier de mentionner celui de la
question 1., on peut écrire
G(®rs---, P, Pu)
G (®ryy---»P,)
Ayant pour tout couple (v, 3) de réels positifs ou nuls

d ((Dlh Wn)z =

1
O, | @ =/ O,Pp = ——7ri—

on reconnait des déterminants de Cauchy (questlon 3.) dans chacun des déterminants de Gram
apparaissant dans 1’expression de d (®,, W, ) : on aura posé pour cela

Vk € [0,n], ax = X, bp = M + 1 Qnt1 =, bpp1 = p+1
On obtient ainsi (décalage d’indice)

T Oy = 207 IT (6= 2)° DIRCERED
d (@H’ Wn)z - 0gi<jsn i= _ % <i,J€<n :
M Gi+x+0)x@u+D) ] (+r+n? L Qi=4)
0<i,7€<n i=0 YA

Finalement aprés simplification, il reste

" IL1n=Ad
d(®,,W,) = =
S VAR T A+ 1)
72=0

Soit b e R+.

- A
Si la suite (Ag),cqy tend vers 400 on constate aisément que I’on a : ——-Ji i _T_| ) L
|1 = A
A+ Ap+1

= A
[ — Ak < kot puis
LM+l T pHA+1
1 i — Al
VeeN, 0 ———= <1 - —7F——
pA e+ 1 bt A+ 1
1

b+ +1 k:m

Réciproquement supposons que la suite < > tend vers 1. On remarque (les réels
keN

manipulés sont positifs ou nuls) Vk € N,

Lhypothése faite (aidée du théoréme “des gendarmes”) donne 0 puis

A — —oo.
k—+4o00
D’ou la condition nécessaire et suffisante demandée.

D’apres les questions 16. et 17. ’espace vectoriel W est dense dans C' ([0, 1]) pour la
norme Nj si, et seulement si, pour tout entier naturel p on a d(®,, Wy) " 0, ou
=100

M = — X
encore H( [_f: % +|1 i) 0, ou encore ;m <EJ—:L_);—_{—_I—1)-) W T Posons

[l = Akl
Vu>0, Vk € N, S R (L R I
a €N, v (w) n((,u,+ M +1)



21.

22.

23,

Ainsi une condition nécessaire et suffisante pour que I’espace vectoriel W soit dense dans C' ([0, 1])
pour la norme N est que pour tout entier naturel o lasérie Y vy (1) soit divergente.
Procédons alors par disjonction des cas :
e lasuite (Ag),cpy De tend pas vers oo : la série i ~ est grossierement divergente, et (question
précédente) il existe un entier naturel 1. tel que la suite (v, (1)) keny ne tende pas 0. La série > vy, (1)
est alors grossierement divergente et dans ce cas W est dense dans C ([0, 1]) pour la norme Nj.
e lasuite (Ag)yepy tend vers +oo : étant donné un entier naturel 1 on a
1+2pn

Nl

les regles de comparaison de séries de termes de signe constant 4 partir d’un certain rang prouvent que

vk (1) ~ =

. 1
les deux séries T ot 2_ vk (1) sont de méme nature. Dans ce cas T est dense dans C ([0, 1))
k

. ) . 1 .
pour la norme Ny si, et seulement si, la série T " est divergente.
k

En conclusion, apres cette disjonction de cas, W est dense dans C'([0, 1]) pour la norme Ny si, et

seulement si, la série " est divergente.
k

Supposant W dense dans C ([0, 1]) pour la norme Ny, la question 11. prouve que W est dense dans

C ([0,1]) pour la norme Ny et, selon la question 20., la série > o est divergente.
k

Supposant Vk € [0, n], Ay > 1, pour tout élément k de [0,7n] la fonction P, estdeclasse C! sur
[O,'l] et (Dl)\k =P, —1- .
Soit 11 > 1. Avec les notations de I’énoncé, on peut écrire

Vo€ 0,1), (@ —9) (@) = [ @ —v)a= | (w - Y et ) ()
Jo Jo s
Etant donné une fonction f continue sur [0, 1] I’inégalité de Schwarz permet d’écrire

'/:f(t)dt é’/olxllf(t)ldt < (/:ﬁdt)w (_/:f(t)zdty/z < Ny (f)

Remplagant f par (®,, — )" on aboutit & (par définition de la borne supérieure)

Vz € [0,1],

i
Noo (B, — ) < Ny (u@#_l -> ak)\k@,\k_1>

k=0

Supposons que la suite (Ag),ey Vérifie les deux conditions (4) et (47) et que la série o o soit

k
divergente. Les termes de la suite (Ag),cpy étant deux a deux distincts, ils sont différents de 1 a partir

d : Iy > 1
un certain rang et on peut considérer la série SRR

k
Cette série est divergente. En effet si la suite (\y) ren Detend pas vers +oo elle est grossiérement

~ — (comparaison entre séries
=1 X

de termes positifs a partir d’un certain rang) assure sa divergence.
Selon la question 20., le sous-espace vectoriel de C ([0, 1]) engendré par les fonctions ®y,-1, k€ N*,
est dense dans C' ([0, 1]) pour la norme N.

divergente, et si la suite (\g), ¢y tend vers +oco la relation



24.

Soit 1 € N* et e > .0. Il existe ainsi un entier naturel n et une suite de réels (oK) 1< pen tels que

n
Ny (/L@“_l — Zakcb,\k_1> e. Fixons les. Posons 1) = Z CD)M Selon la question 22. on a
k=1

N ((I)u —9)<e
Ainsi toutes les fonction @, 4 € IN¥, appartiennent 4 I’adhérence de W pour la norme N ainsi que
lafonction ®g selon I'hypothése (7) de I’énoncé. :
Il résulte de ceci, d’aprés la question 15., que W est dense dans C ([0, 1]) pour la norme Ngo.

Remplagons la condition (it) par la condition (') . Notons r = 1nf* Ak ainsique Vk € N, X, = Tk

. 1
La suite ()‘;C)keN satisfait les conditions (¢) et (¢1) de la question 23. et la série Z ~— est divergente.

Selon la question 23., le sous-espace vectoriel de C'([0,1]) engendré par la tamille (@)\/) est

keN
dense dans C' ([0, 1]) pour la norme Ny,
Soient alors f € C'([0,1]) et e > 0. La fonctlon fo®yy, estunélémentde C ([0, 1]) : il existe alors
un entier naturel non nul 7 et une suite de réels (o) 1<ken » Que I'on fixe pour la suite, tels que

Neo (f o @1/7. - Zak‘é)\j‘,> e

k=0

( 1/r> Zak%( 1/1‘>

Comme la fonction @, /. est une permutation de [O 1] ceci s’écrit aussi

Zak@h

La fonction f appartient donc a I’adhérence de I/V dans C'_(Lo, 1]) pour la norme N,. Ceci étant vrai
pour tout élément f de C ([0, 1]) on obtient donc encore W = C ([0,1]) .

ou encore

vz € [0,1],

vz € [0,1],

\







142 Ch. 6. Mines-Ponts, épreuve 2

CORRIGE

A. Une intégrale & paramétre

1. La fonction 1 est évidemment continue sur I.

e Au voisinage de 0, on a (1) ~ t~1/? avec —% > —1, donc % est intégrable
sur ]0,1].

e Au voisinage de +oo, on a ¥(t) = o(t™2) par croissances comparées, et
donc 1 est intégrable sur [1, + ool.

Ainsi, 1) est intégrable sur I.

2. Soit z € R.
U
e Siz <0, alors —z est intérieur & Pintervalle I et u — = n’est
pas définie en —z, donc F(z) n’est pas définie. Vu (u+ z)
e Si z > 0, alors on observe que Vu € I =S| ¢ M, ce qui

Va(utz)l T ®
prouve lexistence de F'(z) grace & la continuité (par morceaux) sur I de la
—uU
fonction u + —5— ot 4 1.
Vau (u+ z)
e_u 2 : -+
372 est équivalente en 0
3

au s w32 qui nest pas intégrable sur ]0,1], car ~5 < —1; elle n’est

Supposons enfin z = 0. La fonction u —

donc pas intégrable sur ]0,1], et donc pas non plus d’intégrale convergente,
car elle est positive. Ainsi, F'(0) n’est pas défini.

En conclusion, I est I’ensemble des réels z pour lesquels F'(z) est défini.

3. Appliquons le théoreme de dérivation sous Pintégrale, en posant

fi(zu)el H—m-

® Pour tout z € I, on a vu en 2 que /f(:c,u) du est définie au sens de
Pintégrabilité. I
* Pour tout u € I, la fonction f(—,u) est évidemment de classe C! sur I )

e U

Vv (u+ z)?

e Pour tout z € I, la fonction g(x,—) est continue par morceaux sur I.

et de dérivée £ +— — =: g(z,u)-
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On a enfin la domination locale suivante : pour tout a > 0,
V(z,u) € [a, +oo[ x I, |g(z,u)| < a™?¢(u),
et la fonction dominante a™2% 1 est intégrable sur I, en vertu de 1.

Par le théoréme de dérivation sous l'intégrale, il vient que F est de
classe C! sur I et

+o00 —ti
Veel, F'(x :/g zu)dy = — £ du.
(@) I (@) o Vu(u+z)?
4. Fixons z € I. D’abord,
+o0o
_K—_ e _u _ [ —uy Vu
ore) K== [ X ot /I(e ) Y au

Intégrons alors par parties : on trouve
+oo
:cF(a:)—Kz[e_” A ] —/e*“< 1 it 2)du
u+z o I 2Vu(u+z) (u+z)
:—/e—u( 1 = \/E 2>du,
I 2Vu(u+z)  (u+z)
formules justifiées par le fait que

e Y Vu —0 et e Vu

—
U+ T us0 U+ 2T u—s+too

0.

Alinsi,

zF(z) — K = —%F(ﬂt:)-f—/Ie—“?u\_'{_Lx)2 du.

Enfin, gréce & la question précédente,

/ . e—'u. U u = e—u \/El’— U
oF o)+ Flo) = [ 0t /1 o du

En combinant les deux identités précédentes, on conclut que
zF'(z) — (z — %)F(:c) =-K.

5. Comme F est de classe C! sur I = R%, la fonction G l'est également.
Puis, pour tout z € I, par dérivation d’un produit,

"(2) = —— e ®F(z) — /Ze °F(z ze *F'(z
G'0) = 5L F) - VB TF @) + VE et @
)

_ x—l/z e~ % ( 5

= _Kg7/%2e® (d’apres 4).

— zF(z) + oF’ (x))
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—
Ainsi, G est une primitive de z > —K & Comme cette dernitre est
x

Tt
d’intégrale convergente sur I, la fonction z s —K / 67 dt en est une
0 t
autre primitive, si bien qu’il existe une constante réelle C telle que

z -t
Vz €I, G(z :C—K/ £ _ gt
(z) -

6. D’abord, compte tenu de la démonstration vue en 2, on a lF(x)l < %
pour tout z € I, et donc, par croissances comparées,

G(z) — 0.

T—400

Ensuite, fixons £ > 0 et réalisons le changement de variable u = tz : on
trouve

G(r)=Vre ®F(z)=e® /I —m dt.

Appliquons le théoréme de continuité sous l'intégrale &

—zt
hi(zt)eRy x T —&
V(1 +1)

* Pour tout z € R,, la fonction h(z,~) est évidemment continue (par
morceaux) sur .

e Pour tout ¢ € I, 1a fonction h(—,t) est évidemment continue sur R,.

* Pour tout (z,t) € Ry x I, nous avons la domination

1

V(1 +1)

et ¢ — h(0,t) est intégrable sur R, car équivalente & ¢ — ¢~1/2 gy voisinage
de 0% et a ¢t t79/2 gy voisinage de +o0.

|h(z,t)] < h(0,t) =

Par continuité sous Pintégrale, il vient

/ ) dt — [ h(08)ds.
I I

z—0t

Enfin, par le changement de variable ¢ = 12 (de dérivée u s 2u),

+oo
/h(O,t) dt = / _Mu_q_ = 2[arctanu]:;°° = .
I o u(l+4wu?)

Ainsi,
G(SC) —O>+ .
z—




Ch. 6. Mines-Ponts, épreuve 2 145

Gréce & 5, il vient C — K? = 0 (limite de G en +00), et C = 7 (limite
de G en 0%). Comme évidemment K > 0,

K =+/r.

B. Etude de deux séries de fonctions

7. GCe sont des sommes de séries entiéres déguisées ! Pour tout réel p € [0,1],
la suite (p™+/n) tend vers 0, donc le rayon de convergence de Z = Vnz"
n>

est > 1. Il en est de méme pour la série Z o n~1/22" car n=1/? =0(n'/?).
n>

La somme S de la premiére série entiere est donc définie et continue
sur |—1,1[. Pour tout z € I, nous avons alors que f(z) = S(e™%) est défini,
et ensuite f est continue comme composée de deux fonctions continues. On
prouve de méme que g est définie et continue sur I.

8. On utilise la méthode classique de comparaison série-intégrale. Fixons
—Uux

e
Vv
(par morceaux) et décroissante sur lintervalle I. On prouve qulelle est
intégrable sur I avec la méme méthode qui a servi & prouver l'existence
de K (question 1). Pour tout entier n € N*, par intégration des deux

inégalités V¢ € Jn — 1,n[, h(n) < h(t) et Vt € Jn,n+ 1], h(t) < h(n), on

trouve a1 =
/ h < h(n) < / h.
n n—1

En sommant sur n et en utilisant la relation de Chasles, il vient

est clairement continue

a cet effet £ > 0. La fonction A : u —

too o UT +oo e UT
du < f(z) < du.

1 Vu o Vu

Puis, par changement de variable u = % dans les intégrales encadrantes,

+oo
—-1/2 e —1/2
T —dt< f(z) <z K
T \/E
et donc
+oo —t

: eﬁdtgﬁf(x)gff

Le terme minorant tend vers K lorsque z tend vers 0, donc par encadre-
ment /z f(z) tend vers K = /7 lorsque = tend vers 0. Cette limite étant
non nulle, on conclut que Jr

-
f(z)

xw:O \/E
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7
Celle-ci est bien continyge bar morceaux décroissante et positive, Op en
déduit que la série de terme généra) h(n)— [ h (définie & partir du rang 2)
converge. Pour tout n tielle

=2 la Somme artielle d’ordre n de cette derniére
? b
S’éCI‘it

—_—

- On sait qu’elles ont
n=0 n>1 \/ﬁ

toutes deyx un rayon de convergence Supérieur oy égal 4 1 (cela reldve du

cours pour g Premiere, et de 7 pour Ia seconde). Par pProduit de Cauchy,

on a done, poyr tout z dang '

1 VE
n
10. C‘onsidérons les séries entiéreg g 2" et E =4

n=1 Np—q
En particulier en fixant z ¢ J et en appliquant ce résultat 3 » — e
+oo n 1 f(-'l'f)
h(z) = ( \) G
f‘; /;; vk I—em
11. Ay voisinage de O,onal—ez_ ~(—z) = z, donc
x
x /
D’apres 9, il existe une Constante M > telle que
n
1
vn>1,/ = —2vn| <M
,; vk
Fixons 7 ¢ En sommant et en appliquant Ping alité trian ulaire, i]
g g
vient

+oo e
)h(x)~2g(x)[§ZMe‘”’”:-‘M-e-_ﬁ< M

1 -z X 1 . =Rl ’
- —-e e
Or, au voisinage de of, — 1 ~ i, donc
1 - e—z Z
h(z)
9(@) = M
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puis, grace & I’équivalent précédent,

3/2 v
/' %g(x) vl

N

b

si bien que

g9(z)

C. Séries de fonctions associées a4 des ensembles d’entiers

12. Si A est fini, alors a,, = 03 partir d’un certain rang, et donc Z ape” "E
converge pour tout réel z. Dans ce cas, [4 = R .

Supposons A infini. Comme A est une partie infinie de N, il existe, d’apres
le cours sur les ensembles dénombr: ables, une bijection strictement crois-
sante ¢ : N — A. Ainsi, b := (2p0ny),, en €8t extraite de a et b, = 1 pour
tout n € N. Par suite :

¢ pour tout z € R_, la suite (a,e™ “)n>0 ne converge pas vers 0 (elle a

une infinité de termes supérieurs ou égaux a 1), donc Z ane” " diverge;
® pour tout z strictement positif, on a 'a e ml < (e7®)", et la série
géométrique Z(e “)™ converge, car e~ % € [0,1].
Ainsi, dans ce cas, I4 = I.

13. Comme la suite (an)nen est bornée, le rayon de convergence de la série
entiere Z anz" est supérieur ou égal 4 1. On remarque que

¥neN, Card(4 ’

nelN, Card( (n))—zk , Ok

Comme en 10, on en déduit, par produit de Cauchy de deux séries
entieres,

_Jalz) _
Ve >0 = Card(A ne
x>0, —— Z ar ))e

14. Soit z > 0. Pour tout n € N, on a, par injectivité de k — k2 sur N*,
Card (4, (n))=Card{k eN*: k2 <n}:card{ keN*: kg\/ﬁ} =

D’apres 13, il vient

Jule) —Zm =,

l—

Par inégalité triangulaire, on en déduit
OO

S Z!f— e

g
g()leT —
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Ainsi,
fAl (x) &= (1 - e—x) g(.’L‘) + Om——>0+ (1) :
D’apres 11, :

(1—e™") g(z) o 2\/\2 ; |

et comme cet équivalent tend vers 4+o0o en 0, on en déduit

fA1 (CE) a:-—’:EH‘ 2\/\/7—% :

fol (:U) mj‘f' 0.

Par suite,

Ail’lSi, A1 € Set @(Al) = 0.

15. On note ici (a,)nen la suite associée & I’ensemble A,, et (bn)nen celle
associée & A;. Pour tout n € N , €N posant

An = {(i,j) € (N*)?: 2 4 j2 = n},

an_kbkz Z l= Z lzu(n).
k=0

(%,7) EN? tel que (4,5)EAR
bi=b;=1,i+j=n

on trouve

Ainsi, pour tout réel z > 0, on trouve, par produit de Cauchy de deux

séries entiéres évaluées en e ",

(N S I e

n=0 n=0

Or, pour tout n € N, on a évidemment 0 < an < v(n) par définition
de As, et donc
+oo

Ve >0, fa,(2) <Y v(n)e™™ = £, (z)2.

. n=0
I1 vient donc

V2 >0, @ fa,(2) < (VE fa, (2))

Compte tenu d’un résultat obtenu en 14, le terme majorant tend vers X

lorsque z tend vers 0. Or. on 3 admis 'existence de ®
b ]

(A2). Par passage &
la limite, il vient donc

m
@(Ag) < T
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D. Un théoréme taubérien

Par souci de 1égéreté, nous noterons, dans la mesure du possible, L
plutoét que L(7).

16. Soit 9 € E. Soit z € I. Comme « est & termes positifs, on trouve

Vn € N, \ane_m%/)(e’ ”m)’ < Y]l oo atne™%,

et par hypothése la série Zane'm converge. Ainsi, L1 est définie en z.
Si en outre 9 > 0, on note que L) > 0 (somme d’une série & terme général
positif).

Soit A € R et 91 et 1y dans E. Alors, par linéarité de 'opérateur de
sommation des séries convergentes, pour tout z & I ,

oo
(L1 + 92)) (2) = 3~ ane™ (M1 (e7) + ghp(e™"=))

+o0 +oo
=) Z ane” "y (z) + Z ane” "y (x)
n=0 n=0

= (Lwl) (z) + (ng)(x).
Done, L(Ah1 + 4h2) = XA L(41) + L(1)3). Ainsi, I est linéaire.
Soit enfin ¢y et 15 dans E tels que 1 < 4ho. Alors, 1o — 1)1 > 0, et donc
Lipy — Lapy = L(tpy — 1) > 0.

Ainsi, L est croissante.

17. Par définition, B C E.
Pour 4y =0, on a L) = 0, donc z (Ly)(z) — 0, et ainsi 9 € Ej.
z—

Soit A € R et 91 et 1y dans Fy. Par linéarité de L, on a donc
2 (L(Xp1 +42)) (2) = Az (Lyn) (2) + = (Lepo) () 3 AW + Aye).

On en déduit simultanément que F; est un sous-espace vectoriel de F et
que A est une forme linéaire sur Fj.

Soit enfin ¢ € Fy. Pour tout = € I, on trouve par inégalité triangulaire

+oo
2 (L) (@) < lblloo z 3 atpe™=
n=0
et donc, en passant & la limite en 07,

|A@W)] < L))l co-

Ainsi, la forme linéaire A est continue.
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18. Soit p € N. La fonction e, est évidemment continue (par morceaux).
Pour tout z € I,

z (Lep) (z) —xga e ——(p+ 1)z nz_;a emnle(p1))
et donc
z(Lep)(z) — = p ﬁ T
1
Ainsi, e, € Ey et Ae,) = p_-f_l = /0 ep.

Comme E; est un sous-espace vectoriel de E, il vient que toute fonction

polynomlale P appartient & F et, par linéarité des opérateurs A et ¢ /
A(P)=1¢ / P(t

Soit maintenant f € Ey. Le théoréme de densité de Weierstrass donne
une suite (P,),en de fonctions polynomiales de FE convergeant vers f
pour la norme || - [. Montrons alors que la suite de fonctions de terme
général F, : x + x (LP,)(z) converge uniformément vers F : z — (Lf)(z)
au voisinage de 0.

e Par hypotheses sur (o, )n>0, il existe un voisinage V' de 0 dans R tel que

+oo
Ve e RNV, xZane_”m<E+l.

n=0

e Pour tout n € N, on a ensuite, par inégalité triangulaire, avec la méme
méthode qu’en 17,

+oco
Ve €RL NV, |z (LP)(x) -z (Lf)(z)| < 2||Pa ~ Flloo D apeTme

SEFD P = flloo,
et le terme majorant tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Par ailleurs, par convergence uniforme d’une suite de fonctions continues

sur un segment,
1 1
¢ / P, — Z / f
0 n—-+oo 0

On a donc le schéma d’interversion de limites qui apparait sur la page
suivante, et ol la variable z est prise dans V' N RZ.
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Dans ce schéma, la convergence interrogative est conséquence des autres.

z (LPn) (@) 22 3 (Lf)(z)
z—07 z—07t l?

eﬁa,———+eﬁﬁ

n—+4co
Ainsi,

1
FEE et Nn:eAf.

19. Son expression montre que g_ est polynomiale au voisinage de tout
point de [0,1]\ {a — ¢,a} — donc continue en chacun de ces points — et
qu’elle est continue & gauche en a —¢ et 4 droite en a. Ensuite, on remarque
que ’expression

a—x

Ve €la—eg,a], g-(z)= ——

est valable y compris aux bornes de I'intervalle, et donc g_ est continue &
droite en a — € et & gauche en a. Par suite, g est continue en a — ¢ et en a,
puis continue sur [0,1].

On procéde de la méme maniére pour établir la continuité de g+, €n
utilisant cette fois-ci I’identité

Vzeaatel, gilz)=2tE2.
y/\
1a
1
1 9+

R‘\(

O 1

Posons f := 1j94) et remarquons que f € Eet g_ < f < g+. Vu le
dernier résultat établi en 16, il vient ,

Vz >0, z(Lg-)(z) <z (Lf)(®) <z (Lgy)(x).

Le résultat de la question précédente s’applique ensuite & g4 et g_ et
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montre qu’il existe des réels d; > 0 et.dy > 0 tels que

o€ )0s), |o (e -1 [ 00| <
et
vz €106), | 2 (Lg_)(o) —z/o 0| <

Posons § := min(d1,8,). Il vient, pour tout z € 10,47,

1 1
—5+£/ g_ngf(x)gs—f—é/ 9+
0 0
Enfin,

1 a a— 52 z
/Og_:a—€+l_s z dx-——a—s-l—E:a—?;

et ’on prouve de la méme maniére que

1
_ £
Ag+*a+2

Il vient donc, pour tout z € 10,4],

lo — (1+§)s<fo(x)<€a+(l+§)e.

Par retour & la définition d’une limite, il vient

zLf(z) — ta.

z—0t

Autrement dit, 1i0,q) appartient & F, et
1
A(lp,q) = ba = f/ 1[0,q).
0

L’inclusion ) C E étant vraie par définition de F, nous montrons main-
tenant 'inclusion réciproque.

Avec rigoureusement la méme méthode que précédemment, on trouve
que 1jg o[ appartient & E et que A(1pg,q) =La.

Enfin, il est immédiat que L1y =0, alors que

+oco
Llpgqp:zm Z ane” ™%,

n=0

et ’on en tire immédiatement que lroy et 1 ;) sont dans Fj et ont pour
images respectives 0 et £ par A. Enfin, 1) et 1i0,0[ sont continues.
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Il est donc établi que
5 = {1[0,a] lae [0,1]} U {1[6,0,[ |a e [0,1]}

1
est inclus dans E) et que les fonctions A et f=/ / f coincident sur F.
0

Nous montrons maintenant que F engendre ’espace vectoriel £ des fone-
tions en escalier de |0,1] dans R.
e Les éléments de F sont évidemment en escalier.

e Pour tout b € [0,1], on a Ly = Ljo,5) — Ljo,p) € Vect(F).

e Soit alors f € £, et notons o = (zo,...,x,) une subdivision adaptée. 1l
est alors clair que la fonction
n—1
9:=F=F7) 1py+ X (f(@F) - £(=7)) Lo,z
k=1

est en escalier avec o comme subdivision adaptée, qu’elle est nulle au voi-
sinage de 1~ et admet des limites & gauche et a droite identiques en tout
point de {z1,...,z,_1}. Ainsi, g est nulle sur tout [0,1]\ {zo,...,z,}, si

n
bien que g = Zg(azk)l{mk}. Par suite,

k=0
n—1 7
J=f1")1pg+ Z(f(%;) — (@) Loz + Zg(l’ls) INEINY
k=1 k=0

et donc f € Vect(F).
I est enfin temps de conclure ! Nous venons de prouver que Fy contient
1
toute fonction en escalier. En outre, les opérateurs linéaires A et /¢ /
coincident sur F, donc sur Vect(F) = &. ¢

Comme tout élément de E est limite uniforme d’une suite de fonctions
en escalier, on obtient, en imitant la démonstration de 18, que ¥ = FE; et
que

VB, Al :e/o W(t) dt.

20. Soit N € N*. Pour tout k € N, par croissance stricte de ’exponentielle,

e‘k/Ngeflﬁ—%>—l<:>k<N.

Par définition de 9, il vient donc

N N
(Liﬁ)(%) = ;ak e—k/Ne_ﬁ = ;ak.
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Or, la fonction 1 est continue par morceaux, avec (0,6_1,1) pour sub-
division adaptée : en effet, elle est clairement continue en tout point de
Pensemble [0,1] \c{e™"} et admet des limites finies & droite et & gauche
en e~ !. On déduit donc de 19 que

“]17(L¢)<%> N::OOE/OI b,
/01¢ - /: & = me]l, =1,

N
1
i — /.

21. Soit A € S. Par définition de S, la suite positive (an)nen Vvérifie les
hypotheses de cette partie avec £ = ®(A). Le théoréme taubérien montre
donc que

Enfin,

I1 vient donc

1 1\
& Card(A(n)) = = 2 G o(4).

Par ailleurs, on a vu en 15 que, pour tout z > 0, la série Zy(n) e "E

converge et too n
55 vin)e ™ — T,
r;) ( ) z—0+ 4
Ainsi, le théoréme taubérien s’applique & la suite positive (V(n))n ey €t

montre, puisque v(0) = 0, que

n

1
w2 vik) = T
k=1

COMMENTAIRES

Apres reformulation en termes de séries entieres, le théoréme établi dans
la, partie D s’énonce comme suit. '

Soit Z . an 2" une série entiere de rayon de convergence au moins
nz
égal & 1 dans laquelle a,, > 0 pour tout n € N. Si la fonction z

+
(1—2x) Zn:) anz™ admet une limite finie £ en 17, alors

n
i E ar — /.
n n—+oo
k=0
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Ce théoreme a été énoncé et démontré pour la premiere fois par Geoffrey
Hardy et John Littlewood [17], en 1914. La démonstration qui faisait 1’ob-
jet de la partie D reprenait la démonstration alternative, nettement plus
courte, de Jovan Karamata [21], en 1930.

Signalons que la réciproque du théoreme est vraie et est assez élémentaire :
n

. . 1
si la suite < s E ak converge vers £, alors, en notant A,, la somme
k=0 /n>1
partielle d’ordre n de la série g an, ON &
n=0

400 +o0
VIE [071[, ﬁZanxn:ZAnxn
n=0 n=0

puis, comme A, = {(n + 1) + o(n + 1) et Z(n + 1) diverge, on montre
classiquement qu’au voisinage de 17,

= ey +o0
T;OAH 2" =) (n+1)Lz" + O<Z(n - .,L)xn>,

n=0 n=0

soit
<2 ¢ 1
A w1
Z_: Ta-e)? (g
et 'on en déduit que

+co
(1—-2x) Zanz” — £
n=0

z—1—

Le classique théoreme taubérien de Littlewood [23] peut étre déduit,
au prix de quelque effort, du théoréme précité (voir les pages 233 3 235
de [33] pour les détails). En outre, la méthode de Karamata peut étre mise
en ceuvre pour démontrer directement le théoréme de Littlewood. Pour
un examen approfondi de ce dernier et notamment de sa démonstration
historique, nous renvoyons au chapitre 1 de [7].

Le théoréme de Hardy & Littlewood, ou plutét sa généralisation, a des
applications en théorie des probabilités : voir [11]. L’une d’entre elles faisait
I'objet du premier probléme donné aux candidats des voies PSI et PC au
Concours Commun Mines-Ponts 2016.

Passons maintenant & quelques remarques techniques sur le corrigé.

e A compter de la partie B, nous avons systématiquement utilisé le fait
que la plupart des séries de fonctions apparaissant dans I’énoncé étaient des
séries entiéres déguisées, ce qui nous a permis de donner des démonstrations
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simplifiées. Citons néanmoins les arguments que le concepteur semblait
attendre aux dites questions :
> en 7, on pauvait invoquer le théoréme de continuité pour les sommes
de séries de fonctions, avec convergence normale sur l'intervalle [a, + oo[
pour tout a > 0;
> en 10, 13 et 15, on pouvait soit invoquer le théoréme de somma-
tion par paquets, soit reconnaitre le produit de Cauchy de deux séries
numériques absolument convergentes.

e En 18, nous avons raccourci la preuve en reconnaissant un argument
d’interversion des limites. Il était bien siir possible —mais plus long— de
revenir a la définition de la limite, en « sortant la boite epsilons » comme
on I’a fait en 19.

THEOREMES UTILISES

e Théoréeme 23, p. 285. Théoréme de continuité sous Pintégrale

Théoréme 24, p. 285. Théoreme de dérivabilité sous I'intégrale
e Théoreme 20, p. 284. Théoreme de comparaison série-intégrale
e Théoréme 13, p. 283. Théoréme d’interversion des limites

e Théoreme 15, p. 283. Théoreme d’approximation polynomiale de Weiers-
trass

¢ Théoréme 16, p. 283. Théoreme d’approximation par des fonctions en
escalier
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Partie 1 : Développement ternaire

1. Montrons que £>° est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel des suites réelles RN -

— On a tout d’abord ¢ c RV,

— La suite nulle étant bornée, elle appartient bien a £ ;

— Siu = (Up)nens €t v = (Un)nen+ sont deux suites de £°, bornées respectivement
par My et M, et A, deux réels, I'inégalité triangulaire nous apprend que, pour
tout n € N :

[Atp, + pvn| < [AMy + |u)M,
ce qui montre que Au + yv est bornée, donc dans £,

Ainsi, par caractérisation des sous-espaces vectoriels, £ est un sous-espace vectoriel de
R, donc un espace vectoriel réel,

Montrons maintenant que u + ||u|| est une norme sur £ :
Caractére bien défini : si u € £,
{lun|,n € N*}
est une partie non vide (elle contient |u1|) et majorée (puisque u est bornée) de R,
donc par propriété de la borne supérieure, |u| existe.

-— Séparation : si u € £ est telle que |[ul| = 0, cela veut dire que sup |u,| = 0, donc
neN*
que 0 majore tous les |un|, qui sont des nombres positifs. On a donc :

Yne N, |u,|=0
et par suite, u est la suite nulle.
-— Inégalité triangulaire : soit fu, v)e @072 On a alors, pour tout n € N* :
[tn + vn| < fun| + |oa] < flufl + |lv]
donc la quantité |lu|| +[|v|| est un majorant de tous les nombres |u, + vy |, et elle est
donc plus grande que le plus petit desdits majorants, & savoir ||u + v||. On a donc
bien :
lu+ ol < flufl + vl
— Homogénéité : soit A€ Ret u € . Si A =0, on a ||Aul| = 0 = 0]u|. Supposons
maintenant A # 0. On a alors, pour tout n € N* :
[ Aun| = |Allun] < Al
De ce fait, [[Au|| < |Allul|. Par ailleurs, on & u = +(Au), donc :

Jull = 15 Ol < o

B ”)\u|
oy 1A

et donc

1]l 3 Wk

[[Aull = |A][[ull

On conclut donc & 1’égalité

ce qui conclut la preuve.
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2. Soit u = (un)nen- € €%, bornée par M. Alors, on a

= fip | = M

~ :3” ~ 5;

par croissances comparées. Or, g—,f est le terme général d’'une série convergente (série

géométrique de raison dans |0;1[); par comparaison de séries & termes positifs, la série
de terme général %{:Unverge donc absolument, donc converge.

3. Montrons tout d’abord que o est hien une forme linéaire sur £>°. ¢ est bien & valeurs
dans R. Par ailleurs, soit w = (upn)enr v = (n)ncrs € €% et Ae € R On a alors

+o0 ) 450

(Atn + pvg) — Unp, Up,
n=1 n=l1 n=1
par linéarité de la somme d'une série (notons que cette égalité est justifiée par le fait
que toutes les séries qui interviennent convergent bien d’aprés la question précédente).
Ainsi, o est linéaire, et o est donc bien une formne linéaire.

Montrons maintenant que o est continue. Soit u = (up )nen € £°°. Soit N € N*. Alors :
N N

Syl (5

n=1 n=1 n=1

Le terme de gauche de cette inégalité converge vers |o(u) |, celui de droite converge
également car la série de terme général 3'— converge, pour les mémes raisons qu’a la
question 2. Par conséquent, on peut passer & la limite povr @ blewin

+00
1

o)l <35 ) lhul
n=1

et d’aprés une caractérisation de la continuité des applications linéaires, cela montre que
o est une forme linéaire continue sur £°°.

4. Soit t = (tn)nen+ € T. Notamment, pour tout 7 € N*, 0 < %’% < 3%, donc

et cette derniére somme de série vaut.fl (")OM—A—MG/ de »eaie 5€rwvue: t;.riu.,z,) YN
()-:,u.,l’ «Qe, -ALtAOMU‘M 2 ;wvl@_u.éu_!\:
VN & Nﬁ/ Z 3 = QT
n=1
Donc o(t) € [0;1].
5 Ona
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et N
o0 +o0
p 2 2 2 1
U(T)ZE 3 = 3373
n=2 n=1

Notamment, 'application ¢ n’est pas injective sur T.
. I s’agit de montrer que () est & valeurs dans {0, 1, 2}. Notons que pour tout n € N*, ¢, (z)
est un entier relatif comme différence d’entiers relatifs. Par ailleurs, pour n € N*, on a
'z —1< |3} <3z

et

3 lr—1< 3" ) <3 e
d'ou (& chaque fois on somme une inégalité large et une inégalité stricte, donc on a bien
une inégalité stricte)

3"z ~1-3(8"1z) = —1 <tu(z) < 3"z - 33"z —1) =3

Et puisque t,(z) est entier, on a bien t,(z) € {0,1,2}. Donc t(z) € T. .QU_
.Toutd’abord,y.n—xn:%)al.o%c ‘én""v\ N SN De_@ s

¥ —) 4y

| 137z)  [3"7'z]  tu()
’\7"1\ z 2»/ In—Tn-1= an o gn-1 = an 20

donc (&, )nen+ est croissante, et, pour n > 2,

‘ talz) 1 1 dn(z)—2 9
Yn = Yn-1 = 3n ?L' - Sn_l — 3n X

donc (yn)nen+ est décroissante. Ainsi, les suites (zn)nent et (Yn)nen+ sont adjacentes.
Puisqu’on a ’encadrement, valable pour tout n € N* :

'z — 1< |3"z) € 3"z
on a donc ]
e R

et par théoréeme d’encadrement, (zn)nen+ converge donc vers z, et (yn)nen de méme
puisque (Zn)nen+ et (Yn)nen+ sont adjacentes. Par ailleurs, pour N € N* :

N

N N

Ll tilz 2 x 3z

Z ‘r3(r| ) — 1'% )+ E 1 n:;;l]_i-(l ) —_ L3 J —L;EJ—F E (.'E-n+1—mn) = I _0+"EN+1_I] = IN41
n=

n=1 n=1

En faisant tendre N vers +o0, on obtient donc :
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8. En appliquant la formule donnée par I'énonce! :

def flotVersTern(n,x):
T=[]
for k in range(l,n+1):
T.append(int (3**k*x)-3*int (3x* (k-1)*x))
return T

S ()
9. Il suffit ici de calculer la somme Z 'N,j,.,_'

n=1

sachant que les derniers termes sont nuls ;

def ternVersFlot(1l):
x=0
for k in range(len(l)):
x+=1[k] /3** (k+1)
return x

10. C’est un simple test :

def ajout(l):

5=0

for k in 1:
s+=k

if s%2==0:
1.append(-1)

else:
1.append(-2)

return 1

De méme pour verif :

def verif(1):

=0

for k in range(len(l)-1):
s+=1[k]

if s%2==0 and 1[-1]==-1:
return True

if s%2==1 and 1[-1]==-2:
return True

return False

On pouvait aussi remarquer que c’est correct si la somme de tous les termes est impaire :

1. Notons ici qu’il y a un probléme de précision : les flottants ont une précision maximale, et l'entier peut
quant & lui étre arbitrairement grand. La fonction proposée ne peut structurellement qu’dtre une approximation
de la représentation ternaire.
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def verif(1l):
if 1[-1]'=-1 and 1[-1]!'=-2:
return False
return sum(l)%2==

Partie 2 : I'tude d’une fonction définie par une série

11. Not i R - R
. Notons .
T 14 .s;;:lfn.r.]
— Les f, sont de classe C! comme composition, somme et guotient de fonctions de
classe C!.
— Comme sin varie entre 1 et 1, ||fa]lsc = 32,— Par ailleurs, E g converge (c’ost

nzl

. , - . . y X .
une série géométrique de raison %). Donc ) fn converge normalement, donc sim-

nzl
plement, sur R.
1 cus(na) .
— Pour tout z € R, f/(z) = %‘-’,ﬂ’i done [[f]lcc = 7%. Or, 3% = o(=3) par crois-
sance comparée. Comme E — est une série positive et convergente (c'est une sé-
nzl ‘
. . ; . . n
rie de Riemann d’exposant strictement plus grand que 1), par comparaison, I
nzl
coniverge. Donc E fr converge normalement, donc uniformément, sur R.
nzl 30 N Va2 c’\Q
D’aprés le théoréme de dérivation d’une série, ¢ est donc bien définie sur R et est de
classe C'.
12. Notons que, pour tout z € R :
elfl.’f. 1
gn | T3
einm
De méme que dans la question 2, la série de fonctions z — an converge donc

nzl
simplement. Notamment, sa partie imaginaire converge simplement. Soit maintenant

TER ! o

+o0

e'ne NS ¥ s sin{nz)
I ' = I ~J = e
(X)L ()=

D’autre part, par le méme calcul qu’a la question 4,
+o¢

11
2w =3

n=I1

On obtient donc bien
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13.

14.

( oo o lnt
ZSn ZSIH ?1.’1‘ ———I-Il <L - >

=1

Enfin, par somme d’une série geometrlque convergente ¥

T b
+x ei-n,;zr e'u,' 6‘“ ( — t—i—'> 361.1 -1

On obtient donc :

3sin(x)
10 — 6eos(x)
La question 11 nous a permis de vérifier le théoréme de dérivation d’une série de fonctions
terme & terme. Ainsi, pour tout z € R :

1

: X ncos(nz)
o) = 5 st

31’1
n=1
D’autre part, en dérivant & vue I’expression obtenue & la question précédente, on trouve
que, pour r € R :
Jeos(x)(10 — 6 cos(x)) — 3sin(x)Bsin(z)  —18+ 30 cos(x)
(10 — 6 cos(a))? (10 = Geos(z))?
On en déduit donc que, pour z € R :

¢'(x) =

+

f ncos(nz)  —18 + 30 cos(x
7 2

e 3 ~ (10 - Gcos(z))

On a montré en question 11 que Z fn converge normalement sur R. Cette série converge

nzl
donc uniformément. Par ailleurs, les f,,, étant de classe C! sur R, sont notamment conti-
nues sur [0, 7]. Par théoréme d’intégration d’une série terme & terme :

A (gfn@c)) iw=) 1</ folz) da

donc
n B 3n n3” 3n nsﬂ
n=1 n=1 n=1
+oc - +oo 1 -
Or, w7 w5 d’aprés la question 12, donc :
n=1 n=1
. sin () ™ o(x) - % 1 /" - (—1)"“1 +1
_— d =] _— - — i d PN— = = — —
s/O 10 — GCOS(:E) i /O 3 o 3/0 (,O(T) * 6 n3.11+|
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~1

T
o —1 n—1

Enfin, par développement en série entiére, on a, pour tout x €]—1,1[, In(1 + z) = z %JJ”‘

n

n=1

donc

] sin(x) 1 1 1 1
—————da=-(In{l+<)-In{l—=))==>In(2
/0 10 — 6 cos(x) 3 3 3 3 @
. , . S . w = cos{x) .
15. Avec le changement de variable (licite, car de classe C') . , 011 obtient
du = —sin(z) dz

que

T sin(w) At S | 1 -
. P du=|=1n(10 - 6 — 2 1n(2
/0 10 — G cos(z) /1 10— 6u " [6 ( U)L 3 n(2)

Partie 3 : Développements ternaires aléatoires

16. Par construction. pour tout n > 1 et pour tout N > 2, T, ~ est une variable aléatoire
finie, donc Xy est une variable aléatoire finie comme somme (finie!) de telles variables
aléatoires. Xy admet donc une espérance et une variance. Notons que

Donc, par linéarité de ’espérance,

[~

N 1
E(Tyx) 3\ 11l—3w

SO E= =x=u=a . (Pl— — |l = :
BXn) Z 3" < N) Sl

n=1

Et finalement :

3} 3N ~1
EXn)=(2—- =] —
Par ailleurs, comme les T, n sont mutuellement indépendants,

T .
les .;‘,;5‘ le sont aussi. Donc

V() = 3V (Tg‘,;’“>

n=1

Or, par formule de transfert, on a
1 1 . 2 7
T2 ) = =0+ = - Z)a=4-—
E(T; n) NO+N1+(1 N>4 4 N

Donc

On a donc




o]
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Finalement : xS
9Y—=17/5 9
Vidn) = v (N - 1‘@)

17. Puisque Xy admet une variance (d’apres la question 16), inégalité de Bienaymeé-Tchebychev

s'applique, et

N KN_] 5 9

2 BON2 AN N2

L'in¢galité de gauche étant duce au fait qu’unc probabilité est a valeurs dans [0,1]. Le
B ) . N, . 7

terme e droite tend vers 0 (c'est le produit de ;]'J-\:-‘l-" qul est convergent donc borné, et

d’une suite qui tend vers 0 comme différence de deux telles suites), donc, par encadre-

ment, :
lim P(Xy—-EXyN)| 2€)=0

N—+o0
18. La quantité [E(Xn) — 1| est une constante ; donc P (JE(Xx) — 1| 2 §) ne peut valoir que
0 ou 1. Distinguons deux cas :
— Si [E(Xn) ~ 1] > §, alors
£

P(|E(XN)—1| > 5) =1

et on a alors bien (puisqu'une probabilité est majorée par 1)

=)+ P (IBON) - 11 > 5)

Xn — BE(Xx) 2

P(]XN—1|>£)<P<
— Si |[E(XN) = 1] < §, alors
€
— > — faey
P<|E(XN) 1] = 2) 0

Supposons que |Xn — 1| 2 . On a alors (par inégalité triangulaire)

2
e < [Kn—1 = [Xn—EXnN)+BE(Xn)-1| < [Xn—EXN) [+ EXN)-1] € \XN—E(XN)|+§

donc
Xy — E(XN)| 2

NN

On a montré l'inclusion d’événements

(

Xn -1 €)C (|><N ~E(Xy)| = 5)

et par croissance des probabilités, on a donc

P(Xn-1] > &) < P ([Xn — BXn)| > 5] = P (IXn = EG)| > ) +P (1B - 1] > -)
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. . gN_ 4 . N .
Soit ¢ > 0; puisque E(X,) = (2 - g) ’;—3;;]- — 1, on a, & partir d'un certain
rang,

et douc, a partir d'un tel rang,
p (lE(Xn) 1> %) =0

Par ailleurs, d’aprés la question 17, on a

lim P (X - B(Xa)| > ) =0
N— +oc 2

Puisque P(|Xx — L] 2 €) est une suite positive majorée par une suite tendant vers

0, par encadrement, on en déduit finalement que

lim P(Xn-1]2¢)=0
N—+oco
Partie 4 : Fonction de Cantor-Lebesgue
19. On a:
Vz € [0,1], fo(z) =z
D'ou l'on déduit que :
VY € [05 %] s fl(x) - %1‘2:
Vr € ]é)ﬁ[f fi(z) =2
Vo € [ﬁ, 1] CfhilE) =32~
puis que
([ Vx € [0, é] , Jolz) = %a",
veels sl k@) =g
§ Vz G]g,g[: fo(z) = 3
Vo € }g,g] v foz) = gm —1
Vo € g,g[, f2($)=:1 )
L Vz € [g,l[. fa(z) = %:c— i
On en déduit les graphiques respectifs de fo, f1 et fo :
| ' I[ Sl /|
2:d r,z! g e / !I

Lgla M.é}\_;\:'(llea PO-A— /LC/WQM\C’_E) ﬁu\,e_’(’

U\G\.«tu.ﬂ_e_g w, g: .Lﬂ\.h o U'&.@QJJ.A—:: @LO-Mx LO, /.Ll :
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20. Le programme se déduit directement de la définition :

def cantor(n,x):
if n == 0:
return x
if x <=1/ 3:
return cantor( n - 1, 3 % x) / 2
if x >= 2 / 3:
return cantor( n - 1, 3 *xx - 2) / 2+ 1 /2
return 1 / 2

21. A P eml\cezs u.c-xh-u«e,é w, A &dyYo UWe Qe, rAEclica\—

}(71) (V€ I’O‘ 1] !f-,l.;_](I) - fn(.',l?)l < ﬁ,,—;

— Tout d’abord :

e Sizc [O; ], alors

CIab—

e Size| %% [, alors |f1(z) — fo(z)| = ]m— %[ Siz 2 %, on a donc

1 2 1 1

| ~fol@)l=r - <SS =2

|filz) — folz)l = 5<$37 55

D’autre part, si < %, on a

i 1 1 1

) - =gz -~-~=2=

@) = fole)l =5 -2< 5 -5 =3

-Si;re[%:l},alors

1 32 2

7o) e = |3+ 22 -l =

donc @ est vrale. .
Soit n e N2 & ciuu.gz(n) o-,o&‘.’ OYRLE | ankuw ﬂ\n +/L)

e Siz e [0;%],&101"3

1 i 1 I
|fn+2(4r,) - f'n-i-l(x” - Elfn—l—l(?)x) - fn(3m)| < 53 x on+l = 3 x n+2
. Sime]%;% [.,alors
Ifn+2(m) _fn+1<m)| =0
e Six € [%1] alors

. 1 . o1 1 ll
|foa2(z) = far1(2)] = §|f‘n+1(3x ~2)~ fuBz - 2)] € 93 x gntl = 3 % g2
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donc 2(n + 1) est vraie.

= ¥ N . . . . 3
-— Conclusion d.a.pres le principe de récurrence, on a hien : Vi € N, #(n).

22. La série de terme général ﬁ converge en tant que série géoniétrique de raison dans

23.

J0:1[ D’apreés la question précédente, la série de fonctions S (fns1 — frn) converge donc
normalement sur [0, 1], donc uniformément sur [0,1]. Par lien suite-série, la suite de
fonctions (fn — fo),en converge donc uniformément sur [0, 1], et il en va donc de méme
pour {fn)nen-

Montrons que la propriété &(n) : f, est continue et croissante sur [0, 1], f(0) = 0 et
(1) = 1 est vraie pour tout n € N,

-— 2(0) est vrale car fo = Id qui est bien continue, croissante sur [0, 1], et vaut bien
Oen Oet 1enl.

— Soit n € N, [Qe (.iu-& P(n). Alors [,41 est continue sur

’ TV . 0 . .
[O; %‘J ,J % ; —é— [ et [% ; l] comme somme, quotient et composition de fonctions conti-
nues. Par ailleurs,

1
f'n—i—l <§> = hlnv f'n.—H(T') = lim

Jn(3x) _ fu(1)
: 5

1 .
= 5= hln+ f'n+1($)

r— % Tk % B = - L= %
donc f,41 est continue en % On montre de la méme maniére que f,41 est continue

en % Donc fr41 est continue sur [0, 1].

Comme composée de fonctions croissantes, fny1 est également croissante sur chacun

des intervalles [0 ] %] et [% ; 1], et elle est constante donc croissante sur [% ] % ]

Comme cette croissance a lieu sur chaque intervalle fermé, on peut « recoller »
cette croissance sur tout [0,1] (par exemple si x € [O ,%] et y € {% ;1], on a
fn+1("r') < fat1 (é) < frt1 (%) < far1(y)).
Enfin, fa41(0) =280 gt f (1) = L 4 LEX=A g

— Conclusion : par principe de récurrence, #?(n) est donc vraie pour tout n € N.

Puisque pour tout n € N et pour tout z € [0,1], on a
0< falz) €1

En passant & la limite en n, on trouve que pour tout z € [0,1] :
0< flz) <1

La fonction f est donc bien & valeurs dans [0,1]. Par ailleurs, si 0 < 2 <y < 1, on a
pour tout n € N :

fnlz) < foly)

et 13 encore, en passant a la limite en n, on obtient

Jz) < fy)

La fonction f est donc croissante, et en passant a la limite dans les égalités f,(0) = 0 et
fa(1) =1, on obtient f(0) =0 et f(1) = 1. Puisque f est la limite uniforme d’une suite
de fonctions continues sur {0, 1], elle est elle-méme continue sur [0, 1]. Enfin, d’aprés le
théoreme des valeurs intermédiaires, f([0;1]) est un intervalle contenant f(0) = 0 et
f(1) =1, donc il contient [0;1], et f est donc surjective.
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Eléments de correction
PARTIE 1

1. OnnoteQz{(az,,@)€R2|a+ﬂ>—1}.

(a) Lafonction R? — R est (une forme linéaire) continue sur R2. Ainsi, image
(z,y) — <ty
réciproque par cette fonction continue de I'ouvert ]—1, +co[ de R, € estun ouvert de R2.

(b) Soit (c, B) € R? ; on considere Ia fonction f: 10,1[ — R . La fonction
t s (=lnt)*@-1t)*
fa,p est continue positive sur 0, 1[.
En outre :
o \Vtfap(t) e 0 ce qui assure I’intégrabilité de f, g en 0

—Q+
o fop(t) i (1- t)aﬂi et, selon les exemples de Riemann, f, g est intégrable en 1 si, et
seulement si, « + 3 > —1.
En conclusion une condition nécessaire et suffisante pour que fu, g soit intégrable sur |0, 1[ est
o+ f> -1

2. Suivons I'indication de 1’énoncé et notons I,; et I; les fonctions définies par

1

N 1
V(a,B) € Q, Ig(oz,,ﬁ):/O (—Int)*(1— )P dt et Id(a,ﬁ):/l(—lnt)a(l—t)ﬁdt

e

Montrons la continuité de la fonction I, a I’aide du théoréme de continuité d’une intégrale a parametre.
. . 1 1
Définissons la fonction H, sur Qx] 0, —} parV ((e, ), 1) € Qx] 0, —} , Hy (o, B,1) = (— Int)2(1-1).
e e
Ona:

1
e pour tout couple (a, 3) appartenant  Q la fonction ]O, —] — R est continue,
€
i I Hg (O,’, ﬁa t)

. 1
donc continue par morceaux, sur } 0, -
[

1 . .
e pour tout ¢ appartenant a } 0, —] la fonction — R est continue

€

(aﬂB) — Hl] (av ﬂ:t)
e (domination locale) soit K un compact inclus dans ) : comme K est borné, il existe un réel A tel
que V(a, B) € K, oo < A. On fixe un tel A. On a alors
1
V(e B) € K, Vt e}o,g] ) [Hy (@, 8,1)] < (~Int)?

et (voir la question 1.) cette majoration fournit la condition de domination voulue
Par conséquent, selon le théoréme de continuité d’une intégrale & paramétre, la fonction I, est continue
sur 2.

1 1
Définissons la fonction Hy sur X [E’ 1 [par‘v’ (e, B) 1) € Q% [E’ 1[, Hy (o, B,t) = (= 1Int)*(1-t)".



Ona:
1

e pour tout couple («, 3) appartenant a Q la fonction [—, 1] — R est continue,
€

it — Hd (Oz,,@,t)

. 1
donc continue par morceaux, sur {—, 1
e

e pour tout ¢ appartenant a F, 1 [ la fonction €  — R est continue
¢ (0,8) — Hala,B,t)
¢ (domination locale) soit K un compact inclus daos € @ d’une parl, K élant borné, il existe
deux réels B, C que I’on fixe, tels que V(a, §) € K, B < a < C, d’autre part la fonction
K — R étant continue & valeurs strictement positives sur le compact elle y admet

(@f) — a+f+1
notamment un minimum strictement positif, ce qui assure ’existence d’un réel strictement positif 7 tel
que K C {(,8) ER*| o+ B > —1+n}. Onfixeuntel 7.

. 1 . 1 ‘
En outre la fonction |—,1| — R est continue sur [—, 1 [ ne s’annule pas et admet
e e
Int
1-—1t

e 1 O
un prolongement par continuité en 1 (par la valeur 1) donc sur le segment [—, 1} : il existe donc
e

t

Int

< M.
1—1¢

. i 1
deux réels strictement positifs m et M, que I’on fixe, tels que Vi € [—, 1 [, m < —
e

Finalement ceci permet d’écrire

Ve e K we 2], Hae s = (125 ) (-9

puis
1 B
V(a,fp) € K, Vt € [E’ 1{, |Hy (o, B,1)] < max (mP,m% M5, MC) (1-1) L+n
ce qui fournit la condition de domination voulue
Par conséquent, selon le théoréme de continuité d’une intégrale a parameétre, la fonction I est continue
sur §2.

En conclusion, somme de deux fonctions continues sur §2, I est continue sur ).

(a) Le changement de variable défini par t = e~* (qui est bien défini par une bijection de classe C*
de R sur |0, 1[) donne

+oo
V(e 5) € Q, I{a, B) = / % %1 — e ®)P dz
0
(b) Soit @ € |-1,400[. Ona
+o00
I{e,0) = / % Tdr =T(a+1)
0

Connaissant les propriétés de la fonction I" on en déduit
|‘v’n €N, I(n,0) :n!J

(c) Soit (n,a) € N x |—1,+o0[. La formule du bindme, la linéarité de ’intégrale, puis le



changement de variable défini par w = (1 + &)z donnent successivement
n

Hoyn) = /0 " ey ( " > (—1)Fe R dz = 3 (< 1)* ( " ) /0 T et g

k=0 k=0
n (_])k 7 “+o0o o —u p
Z A+kp\ k) J, “° ™
k=0
Finalement

~  (-1)F n
Io,n)=T(a+1)) =00z 1
> wemm((5)

(d) Soit n € N. Z (1 + ]_ T < Z ) apparalt comme une somme (finie) de quantités tendant

vers 0 quand o tend vers +o0o. On a done
I{a,n) o MNa+1)

Puis sachant que T a pour limite +00 en +oo on en déduit

I{a,n) — +o0
a—-+oo

On peut retrouver cette propriété de la fonction I" a I’aide de la relation rappelée dans I’énoncé
qui fournit notamment ¥n € N, T'(n+ 1) = n!. En effet étant donné un réel « strictement
positif la croissance de I’intégrale donne I'(av + 1) > I' (| + 1) ou encore I'(a + 1) > |a]!
d’ou le résultat.

Dans cette question on suppose que 3 n’est pas un entier naturel.

(a) La fonction |—oo,+1] — R admet au voisinage de 0 un développement en série
U — (1 —u)P
entiére de rayon de convergence égal a 1 et

~1).‘.(ﬂ—n+1)un

vu €] —1,1], (1—u)ﬁ=1++§(_

nl
Ayant Vz > 0, e”* € ]0,1[, on en déduit
400
V>0, (1—e )P => (1) "un(B)e™
n=0

B6-1 . (B-n+D)

n!

oul’onaposé| ug(B) =1 et ¥n € N*, u,(8) =

On remarque que 'ona: Vn € N, u,(F) # 0.

('-"1 + 1)ﬁ+1 | Un4-1 (ﬁ) ]
nP+L | uy(B) |

. On en déduit le développement asymptotique de vy,

(b) On pose Vn € N*, v, = lu <

|wnia(8) | _n—p
[un(B)[  n+1

=(ﬂ+1)1n(1+%)+1n<1—§)—ln<1+%>=w—ﬁ—l+0(%)=0(%)

n n K

) . A partir d’un certain rang on a

Ainsi la série ), -, v, est absolument convergente, donc convergente.
=



5.

(©)

Posant Vn € N*, an = In(nPt1 | u,(B) |), ona Vn € N*, v, = an41 — an. Selon un résultat
de cours, la convergence de la série 2@1 vy, assure celle de la suite (a,)nen+. Ainsi en notant

¢=lim a, etenposant K = ¢’ (onabien K > 0) on aboutit &

K
| un(B) |~ =7

Soit & € |—1,+00[. Selonle (a) ona

+o0 00 +oo 100
I, B) = /0 7 e Z(—l)”un(ﬂ)e_m’ dz = /0 Z fu(z) de
n=1

n=1
ou I’on a posé Vn € N*, Vz € RY, fn(z) = (=1)"un(B)z*e~(*t1)= en vue d’appliquer le
théoréme d’intégration terme & terme. On a :
e pour tout entier naturel non nul n, la fonction f,, est continue, donc continue par morceaux, et
intégrable sur R car

[fn (@)] oyl un(B) | 2% (et o> ~1) e fn () —— 0

r—+t00
e la série de fonctlons > n>1 fn converge simplement sur R’ et sa somme, & savoir
R, — R , est continue donc continue par morceaux sur RY
z — 1% (1 —e )
e pour tout entier naturel non nul n, on a
+o0 a+1
Vil @] [ e = )|

. Ma+ 1)K . .
D’aprés (b), on a ainsi / | fr) ~ —(i,f-T)g\, avec a:+ 3+ 2 > 1. Ainsi, par comparaison
R: PR

de série & termes positifs avec une série de Riemann, la série / | fn| converge
Rl‘

En conclusion, selon le théoréme d’intégration terme a terme, on obtient notamment

+oo F00 10 rtoo
/ Z fo(z)dz = Z/ fn(z) dz, c’est-a-dire
0 n=1 n=170

+o0 P
I(e,8) =T(a+1) Z(_l)nﬁ_l
n=0

Onavn € N, up(—1) = (=1)" et up(-2) = (-1)"(n + 1).
Le calcul donne

Vae R, I(a,—1) =T(a+1) Z( )" n+1(11)+1:F(a+1)C(a+1)
“+oco

VYa €1, 400, I(a,—2) =T(a+1) Z(—l)”ﬁl—} =T(a+1){(a)
n=0




PARTIE II

1. Soit § > —1. Le calcul donne

1
10.0)= [ 0-tfa=5og

2. (a) Soit B > —2. Le changement de variable défini par u = 1 — t, puis le développement en série
entiére de u — In(1 — u) (sur |0, 1{) donnent

I(l,,@’)z/ol—ln(t) (l—t)ﬂdt:/o —111(1—u)uﬁdu_/

Utilisons 4 nouveau le théoréme d’intégration terme & tetme. Pour tout enller naturel non nul 7

n+

on définit la fonction h,, sur |0, 1] par Vu € ]0,1[, hp (u) = ﬂ. Ona:
e pour tout entier naturel non nul n la fonction h,, est continue, donc continue par morceaux,
positive et intégrable sur ]0, 1] (ayant n+ 8 > —1 il s’agit d’une fonction de référence intégrable
en O et la fonction h, a un prolongement par continuité en 1)
o la série de fonctions 3, -, hn converge simplement sur |0, 1] et la somme de cette série de
fonctions a savoir 0,1 — R est continue, donc continue par morceaux, sur

u  — —In(l—uwuf

1+oo n
du

10,1]

e pour tout entier naturel non nul n, on a /]0,1[ |hn| = R

convergente (par comparaison aux exemples de Riemann)

Par conséquent la fonction |0,1] — R est intégrable sur ]0, 1] (ce que ’on
v  — —In{l —upPf

savait déja) et on peut intégrer terme a terme c’est-a-dire

terme général d’une série

°° 1

I(l,ﬂ)z/ —In(1 — u) ﬂdu_ m

+o0
1

b) Selonle (a),ona I(1,—2) = e

®) (a) (1,-3) ;n(wg)
d’une décomposition en éléments simples on transforme la somme partielle

2N 1 2N 4 2N

=g = 2 =442

;n(n—l—%) zln 2n+1 Z2 Z2 == 22 +1 +Z 2n+1

Le développement asymptotique de la somme partielle de la série harmomque
i

Z%zlnn—l—'y—ko(l)

. Etant donné un entier naturel non nul N, & [aide

k=1
fournit dans un premier temps
n 2n n
1 1 1 1 1 ~
- & = == In24+ = 1
ZQk—l . QZk 2lnn—l-n +2—|-0()
k=1 k=1 k=1



puis

2

Ut1hsant le rappel de I’énoncé, on en déduit

1 0% In2
E: 1 s 5 1) =—- 1
2n+1 1112N+ n2+J (2111N+1n2+2>+0() 5 +o(1)

1
I(1,—5)=4-4In2

(c) Lafonction h: [1,400] — R est continue, positive, décroissante et intégrable
t —— e
tt+B+1)
sur [1, +oo[. Un comparaison série intégrale fournit
n+1 1 1 n
Yn € N¥, hM)dt —————— e VYneN,n>2 — = < h(t) dt
" /n ®) nw(n+ g+ 1) e "= nn+G+1) /n_] ®
On en déduit I’encadrement suivant
+00
/ ht)dt < I(1,6) < g + / ht) dt
1 [5
Or

[ e [ (o) 2 e ()|
Ji tE+p+1) T B+1), Z t+ﬂ+1 ,6+1 t+8+1/)],  B+1

Il en résulte
I
+oo ,6

3. (a) Lafonction u —— —In(1 — u) admet au voisinage de 0 un développement en série entiére de
rayon de convergence égal a 1 et

I(1,8)

+o0
1
Vu€]—1,+1], —In(l —u) = —u”
we =1+, Il - u) = ) Zu
Il en résulte, selon le résultat de cours sur le produit de Cauchy de deux séries entieres, que
la fonction u — (In(1 — ))? admet un développement en série entiére en O de rayon de

convergence supérieur ou égal alet

Vu €] —1,41], (In(1 —u)) chu avec vneN\{o,l},cnzzk—(n%k-)
k=1

(b) Soit # € R, 8> —3. Un calcul analogue & celui de 2. (a) conduit &
1 1+00
10.8)= [ (apa =P = [ tar - dn= 3 e
0

Il s’agit & nouveau d’utiliser le théoréme d’intégration terme a terme.

.1 1 1
On commence par remarquer que la relation — -+ =n donne
k. n—k k(n — k)

n—1
VnéN\{O,l},%z%Z(% n_) nzk (1)

k=1




(a)

2lnn

et ainsi ¢, ~ N

A tout entier naturel n supérieur ou égal & 2 on associe la fonction k,, définie sur ]0, 1] par

Yu €)0,1[, kn (u) = cau™t?. Ona:

e pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, la fonction &, est continue, donc continue

par morceaux, positive et intégrable sur 0, 1| (ayant n + 8 > —1 il s’agit d’une fonction de

référence intégrable en 0 et la fonction %, aun prolongement par continuité en 1)

o la série de fonctions Y, -, kn, converge simplement sur |0, 1] et la somme de cette série de

fonctions & savoir ]0,1] — R est continue, donc continue par morceaux, sur
u  — (In(l —u))?uf

10, 1]
e pour tout entier naturel n supérieur ouégala 2 on a / |kn| = " terme général
10,11 n+pB+1
d’une série convergente (comparaison 4 une série de Bertrand : selon la remarque préliminaire
Cn 2Inn 2 E 3 " 3/22lnn
~ o— terme général de série positive convergente car n 5 T 0 et
n+p+1 n n n—00
3
5 >1)
Par conséquent la fonction 0,1 — R est intégrable sur }0, 1[ (ce que 1’on

u  — (In(l —w))?f
savait déja) et on peut intégrer terme a terme c’est-a-dire

1fee too 1 Foo o1
Cn
IQ,ﬂ):/ cpu™ P du = /cu”+ﬂdu: /—
20= 2, D3 Y e

ce qui, compte tenu de la relation (1), et apres un décalage d’indices, donne

+w1+%+m+%
10.0)=2) o ms5+9)

n=1

Soit g : [0,1] — R une fonction continue telle que g (1) # 0. Etant donné un entier naturel non
nul 1 le changement de variable défini par © = ¢™ donne

1 1
[ ety =— [ kot au
/0 nJo
Pour tout entier naturel non nul n, notons G : [0,1] — R . Utilisons le théoréme
u — ubg(5)
de convergence dominée :
e Yn e N*, Gn, e CM([0,1])
o la suite de fonctions (Gr,),cn+ converge simplement vers la fonction g (1) 1501 et la fonction
g (1) 1jg,7) est continue par morceaux sur [0, 1]
e (domination) on a Vn € N*, |Gy| < |9l -
Par conséquent le théoréme de convergence dominée peut étre appliqué et ainsi

1
/0 wto(@mdu o [ (1) Loy
L ——

n—-+o00 [O,

=g(1)

10



(b)

(©

(@)

et ainsi

/lt"g(t) at ~ 20
0 n

On considére la fonction f définie par Vo € RY, f(z) =

1—¢e*

, prolongée par continuité

en O par f(0) = 1. Selon les théorémes généraux, la fonction fjjg o[ est de classe Cl sur
10, +0o0[. Le calcul donne

- (1+z)e ™1
vzeRY, f'(z) = —'——-———302
1
On vérifie, a I’aide d’un développement limité en 0, que I’on a lir(r]1+ f'(z) = ~3
T—

Par conséquent, selon le théoréme de la limite de la dérivée, conséquence du théoréme des
accroissements finis, la fonction f est classe C* sur [0, +oof.
La stricte convexité de 1’exponentielle donne

VieRY, " >1+zx
etainsi Vz € RY, f'(z) < 0. Il en résulte que f est une bijection strictement décroissante de
[0, 4+o00[ sur ] 111_1: f(z),1] (et ] lirf f(z),1] =]0,1]) dont la dérivée ne s’annule pas sur
I T—>T00
R, ou encore que f induit un C*~ difféomorphisme de R sur 0, 1].
Soit n € N*. En utilisant I’écriture de I(—n,n) fournie par la question I 3.(a) et le changement
de variable défini par u = f(z) (notation du (b)), ona

+o0 1
I(-n,n) = / e *(f(z))" dz = / —e IO (Y (wu du
0 0
La fonction g : )0,1] — R est continue sur ]0, 1].
w  — —e WY ()

De plus ayant Vu €]0,1], (f71)(u) = f_’(f—"]—'@

1
-1 —— s o
W 25 Fria) o
Ainsi g se prolonge par continuité en 0 par g(0) = 0 : notons encore g ce prolongement par
1
0
£(0)
2

I(—n,n) ~ =
n

on obtient successivement

FHwe

continuité. Comme g(1) = —e = 2, il résulte de (a) :

PARTIE IIT

Soit (81, 8g) €] — e — 1, +00[2, By < By : alors Vi €]0,1[, (1 — )P > (1 — ¢)P2. Tl en résulte
I(a> /61) > I(Oé, :82)

Ainsi la fonction I (a, -) est décroissante sur | — a — 1, +o0].

11



(b) Utilisons ’extension du théoréme de convergence dominée. Considérons la famille
(wg) BE]—a,+oo de fonctions définies sur ]0, 1] par

VB €] — a, +ool, Vt €]0,1], wg (t) = (—Int)*(1 —t)?
Ona:
e pour tout 3 appartenant & | — a, +oo/, la fonction wg est continue, donc continue par
morceaux, sur |0, 1]
o V¢ €]0,1[, wg (t) o 0 et la fonction nulle est continue par morceaux sur |0, 1|
—> 100

e (domination) V3 €] — @, +oo[, V¢ €]0,1[, |wg ()] < (—1nt)*(1 —t)~%, ce qui fournit la

condition de domination car la fonction 10,1 — R est intégrable sur
t o (A -1)7"

10, 1] (voir question1 1.)

e +oo estadhérent a | — a, +oo]

Par conséquent, selon I’extension du théoréme de convergence dominée, on a I (c, ) ﬁ—) 0,
— 00

1
ou encore | lim (—Int)*(1—-t)Pdt=0|
B—+o0 Jy

(a) Il suffit d’adapter & D’intervalle oL 1| le raisonnement qui a été fait dans la question I 2. pour

obtenir la seconde condition de domination. Remarquant la décroissance de la fonction sur

1
[5, 1 [ on peut préciser
Vi e 1,1 .1<——h—1L§21n2
227 1-t

(b) Dans cette question, on suppose que o est strictement négatif.
1 1

7

Ona ./02 (=Int)*(1 - t)"dt < (In 2)a£ (1—t)"dt (: O(%)) et, d’aprés le (a),

/j(—lnt)"‘(l—t)” gt < (21n2)® [(1-t)"+adt (: 0(%)).

Il en résulte | J(a,n) = O (1) .

n

(a) Soit A €]0,1[. Soit » € N*. La convexité de la fonction exponentielle donne
Vue[0,1],0<1l—u<e™
Le changement de variable défini par ¢ = nux dans intégrale considérée fournit

1 . 1 1 DY I
/ (1—ux)"du< / e duy < Y / et dt
0 0 n" Jo

AT(N)

’I'L)‘

et ainsi

1
Vn € N*, / (1-ux)"du <
0

12



(b) Dans cette question on suppose « > 0. Soit 8 €]0,1[. La fonction ]0,1[ — R
t +—— (=Int)etf
est continue sur |0, 1] et admet des prolongements par continuité en 0 et 1 (par la
valeur 0). Ainsi elle est bornée sur |0, 1[: fixons un réel M strictement positif tel que
vt €]0,1], [(—Int)*t?| < M.

En utilisant cette majoration, puis le changement de variable défini par ¢ = uTe , on obtient

I{a,n) <M/ t=f1 —t)" dt< /(1—u19"du
Par conséquent, selon le (a); en posant C' = M F(l —0) (on a bien C' > 0), on trouve
C

1-6

Vn € N*, I(a,n) < e

13
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Eléments de correction

Partie I

1. Montrons que £ est un sous-espace vectoriel de C° (R4, R).
— La fonction nulle est un élément de £.

— Soit (f,g) € E2 et (A, ) €R? ;ona:
|AS (t) + pg (B)] If(0|4_||lg(ﬂl

1+ ¢2 1+ M1
La fonction majorante étant intégrable sur R, on conclut par comparaison (Af + pg) € £.
Ainsi £ est espace vectoriel réel en tant que sous-espace vectoriel de C° (R, R).
Ona B C £. En effet tout élément de 3 est continu sur Ry a valeurs dans R etsi f estun élément
de B ennotant || f||,, =sup|f (t)| ona:

>0

Vit >0,

<Al

1@ | o Ml

1+12] ~ 1412

La fonction majorante étant intégrable sur R (quasiment une fonction de référence car on peut en
expliciter une primitive), on conclut par comparaison que f est un élément de £.

VE>0,

2. La fonction v est continue sur R4 et a valeurs réelles. Au voisinage de +co on a

t 1 . . 1
llvT(; = 0] (W) ; ceci assure I’intégrabilité de la fonction £ —— l’y—i(— t)2

Cependant «y ¢ B car par exemple ¥n € N, (% + 2n7r) =4/ g + 2nm et ainsi :

™
¥ (— + 2n7r) — 400
n—od

sur R;.

2
3. Soit z € J. Lafonction Ry — R est continue sur R4 etona:
t 7 0
1+t +x
l ORBNELD
14824 x| 400 |1+12

D’ou la conclusion voulue car f € £.

4. IIs’agit d’'une conséquence immédiate de la linéarité de I’intégrale sur I’espace des fonctions continues
et intégrables sur R .

Partie I1

1. 1 s’agit d’appliquer le théoréme de dérivation d’une intégrale a parametre ainsi que la formule de
Leibniz.



Considérons la fonction g: J xRy — R . La fonction g est dérivable par rapport a

/(1)
t S
la premiére variable et
99 f (@)
V{z,t) e IXx Ry, = (z,t) = —————;
(%) + 6:0( ) (1412 4 x)*
e pour tout élément = de J la fonction Ry — R  estintégrable sur R, (questionI3.) et
t — g(z,t)
la fonction Ry -— R est continue par morceaux sur R
99
t T t
= o (z,1)
e pour tout élément ¢ de Ry la fonction J — R  estdeclasse C* sur J

z — g(z,t)
e (domination locale) Soit K un segment (d’intérieur non vide) inclus dans J. Il existe deux éléments
aetbde J, a<b, telsque K = [a,b] : onfixe a et b. On a alors

V(zt) e K xRy, |29 (20| « Ol
+ ) P 2
O (1+t2 +a)
t t .
Or f(%l—? = (’IfT(; ) ce qui suffit pour assurer I’intégrabilité sur R de la fonction
+ 1“4+ a 00
R, — R . Phypothése de domination locale est donc satisfaite.
yp
t 1)
(1412 +a)?

Selon le théoréme de dérivation d’une intégrale & parametre on peut affirmer que la fonction T'[f] est
de classe C* sur J et la formule de Leibniz s’écrit alors

+oo +oo
V& € J, T[f], (-'L') = A % (‘Tat) dt = _/0 (1 _I_jf.g(i_:_ $)2dt

2. (a) Montrons la propriété demandée par récurrence. A tout entier naturel p on associe le prédicat

+oo (¢
P (p) : lafonction T'[f] estde classe CP sur J et Vz € J, T[f]® (z) = (—l)pp!/ ﬁ dt.
24
Selon ce qui précéde les assertions P (0) et P (1) sont vraies.
Soit donc p un entier naturel non nul tel que P (p) soit vraie. Montrons P (p + 1).
Considérons la fonction g, : J xRy — R . La fonction g, est
i
@1) — (IO
(14124 2)
dérivable par rapport a la premiére variable et
o f(t)
V(z,t) € J xRy, =2 (z,t) = (-1)P (p4+ I)N—m—2
(2.1) g ) = (O e

e Soit £ € J. La fonction Ry — R est intégrable sur R,.. En effet

t o gy(z,t)
lgp (z,2)] :oooq @) )

+ 1+ ¢




De plus la fonction Ry — R est continue par morceaux sur R
b 22y
Oz

e pour tout élément ¢t de Ry la fonction J — R est de classe C* sur J
z — gpl(z,t)
o (domination locale) Soit K un segment (d’intérieur non vide) inclus dans J. Il existe deux
éléments a et b de J, a < b, tels que K = [a,b] : on fixe a et b. On a alors
dg (p+ 1)!S (2)]
V(x,t) e K x Ry, | =22 x,t’<-—~———
(2,1) AR A e
! - t
or HVIF@L _ (] 16)
(1 + 12 + a)P" 1+t
fonction Ry — R . Chypothése de domination locale est donc satisfaite.
!
., brDlsol
(L4124 a)P*
Selon le théoreme de dérivation d’une intégrale a paramétre on peut affirmer que la fonction
T [£]® est de classe C* sur J et la formule de Leibniz s’écrit alors

) ce qui suffit pour assurer ’intégrabilité sur Ry de la

+o0
Vo € J, T[f]**) (z) = (—1)p27!/0 (1 —I—tJ; SE)I)P+1

(b) Notamment en remplagant z par 0, on obtient :
¥pe N, (T[f])P (0) = (~1)? p'1,

: |f ()] .f (2)] : o :
3. Soit p € N. Ayant Vt € R < 1 de I’intégrale (les fonct
(a) Soit p yan + i r_z)m—l 15 22) a croissance de I’intégrale (les fonctions

considérées sont intégrables sur R ) fournit

o |F @) oo | f (8)]
/0 (1+t2)p+1dt</0 R

i .y t t 1
(b) Soit z € |—1,+1]. Pour tout réel ¢ positif ou nul, on a i -|:ff,(2 l_ == 1f4§ t)z - z

142

Comme < 1, on peut écrire, toujours pour tout réel ¢ positif ou nul :

T
1412

]

.+
f (@) P

L+ P

(l + f’~’)p+1
fonctions Z up le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle quelconque (on
>0
pourrait aussi utiliser le théoréme de convergence dominée) :
e Pour tout entier naturel p la fonction u,, est continue et intégrable sur [0, 4+o0| car :

Ve Ry, |up(t)] = (J{g;ﬁm zpp < LU

M

1+t~+1

Il
/\ ‘:ﬂ

Posons Vp € N, Vt € Ry, uy, (1) —= 22 2P On va appliquer a la série de




On conclut par comparaison car f € £.

eLa série de fonctions Z up converge simplement sur [0, +-0o[ et sa somme est continue sur
p=0
[0, +-00] car ¢’est 1a fonction [0, +c0] — R
. 10
o 1+82+3
e La majoration précédente donne :

oo |f ()]
VpeN < = dt P

Comme |z| < 1 la série Z < / |up|) converge (le majorant est le terme général d’une série
p=>0 +
géométrique de raison |z| et |z| € [0, 1[).

Le théoréme d’intégration terme & terme s’applique donc et I’on peut écrire :

RPN i 10 .
vxe]—1,1[,T[f](a;)_p;0(—1) (/0 Wdt)m
+o00
Cest-d-dire : | Vo € |-1,1[, T[f] (z) = Y (~1)P IaP
p=0

Remarque : On retrouve (propriété des séries entiéres) : Vp € N, T [f]® (0) = (—1)? .

(c) Lapplication T : £ — C* (J, R) n’est pas surjective car il existe des fonctions de classe C™
sur J qui ne sont pas développables en série entiére sur |1, 1[. Prenons par exemple la fonction

F définie par F (z) =

1+ 422
F estde classe C* sur J, développable en série entiere sur |—1/2,1/2[ avec :
—+o00
Vo €]-1/2,1/2(, F (o)=Y (-1 (20"
p=0

Mais F' n’est pas développable en série entiére sur ]—1, 1[ car sinon, par unicité du
développement en série entiére, ce développement serait égal au précédent ; or cette série
géométrique ne converge que pour |z| < 1/2.

Partie ITI

1. Soit fe€€&.

(a) On peut écrire :

LAY +oo w
Vvt € Ry, |<I>(t)lé/0 Lf—fulz!duf/o %%«ldu

Ainsi| ® est bornée sur R, |

(b) Soit k£ € N*. La fonction f étant continue sur R, la fonction & est de classe C* (primitive
d’une fonction continue sur R;.) et notamment continue sur Ry.. Posons ||®||,, = sup |® (t)].
10



2.

3.

tP (1 t
vt € Ry, ‘——4%g'§”©mmﬁ___ﬁﬁ
(141¢2) (1+12)"
Comme ~ on conclut par comparaison puisque 2k +1 >3 > 1.

(1 +t2)k—|—l +oo t2k+1
® étant de classe C* sur Ry on peut donc, pour X > 0, intégrer par parties :

/Xﬂ)_: 1 e X+i/x fa
o A+ R+ 2%kJo (14

$O(X
Comme & est bomée sur Ry ,ona lim ( (X)

—— | = 0. En faisant tendre X vers
X—+o00 (]_ -+ }{2)

I’infini, on obtient donc :

/+oo . /+oo Fs) du = L
o (1412 J"H T 2% (L+u2)¥ " 2k

Comme T'[f]=0ona:

vk e N, (T[/)® (0) =0=(-1)* kI
Ainsi :

|VEEN, I; =0]

(a) @ étant continue sur IRy, la fonction ¢ est continue sur |0, 1] comme composée de fonctions

1-u
continues. De plus, comme lim
u—0t U

Jimop(w) = lim &)=l =0

= +4oo,0na:

¢ est donc continue sur [0, 1].

Soit € € ]0, 1] : faisons sur ’intégrale 1P (u) du le changement de variable défini par

2
1 1-—
u = avec t € |0, —E . Il vient :
142 V

s (=3

2
/ u) = / (1 +t2) z 20 (1 +2)° &

En faisant tendre € vers 0 on obtient :

'1 oot (1) I

k k+1

u u)du = 2/ —=dt = =
]{) ° ) o (1+2)F? k+1

On obtient donc :

1
VkEN;/ uP (u) du =0
0

(b) D’apres le théoréme de Weierstrass il existe une suite de polyndmes (Fy,),,cpy qui converge



uniformément sur [0, 1] vers . Par linéarité de I’intégrale on a :
1
vn € N, / wP,=0
0

Par suite :

1 1
/0 o= /0 o (@~ Pa) < llolls Il — Pall,
1

On en déduit / @? = 0 puisque lim |lp — P,||, = 0. ©?, étant continue, positive et
0 n—oo

d’intégrale nulle sur [0, 1] est nulle. On conchut ,

) 1-— .
Puisque ¢ est nulle, ® est nulle sur [0, +oco[ (u + 1/ “ estune bijection de ]0, 1] sur [0, +-00]).
u

Par suite ®' est nulle et :

t
¥t € Ry, _lf+( 32 =0

f est donc nulle. On en déduit que | T est injective |

Partie IV

Pour X > 0, on integre par parties sur [0, X] :

X acost asint 1% X tsint
T )dt: 2 5 —|—2a _—2-dt
o a?+t2 a?+12 |, o (a2 +12)

. tsint e tsint 1 .
La fonction t —— —Lz est intégrable sur R car % = O | — }. En faisant tendre
(a? + 12)*| +oo t3

(@ + )
T tsint
/ sin zdt‘
o (a®+1t2)

X vers I’infini, on obtient :
e t 1
I (a)| 52(1/ b <= —)
0o (a?+1t2) a

(a) n € N* étant donné, la fonction u + wu/n est C' strictement croissante et bijective de R, sur
lui-méme et définit ainsi un changement de variable. Par conséquent :

T cos (u/n
h(1/n) :/0 1—_5_'*{-2—)du

h(a)| = 2a

puis

(b) Appliquons le théoréme de convergence dominée 4 la suite de fonctions (fn),ep+ Sur [0, +o0]
définie par
. _cos(u/n)
vn €N , Vu € Ry, fn(u)—w
* Pour tout entier naturel non nul n, la fonction f,, est continue (donc continue par morceaux)
sur [0, +o0].

* La suite (fy), - converge simplement vers la fonction f continue (donc continue par



morceaux) sur [0, +oo[ définie par Vu € Ry, f (u) =

* (Domination) On a :

v(n)u) € N* X R+ ) |f'n (u)l S

14 u?

1 . o . X :

Comme v — Toa est continue et intégrable sur Ry (voir I-1), on a ’hypothése de
w

domination et 1’on peut conclure :

too du T
im h (1 = = —
e L) /0 T+ 2

On a vu dans la partie II que la fonction R’ est de classe C* sur R} et

cost
—
(1,2+t2

peut se dériver sous le signe / h est donc de classe C°° sur R et:

+o0 \ 1 +00 +
Va € R:, 1 (a) = SO dt — 242 L
i 0 o (

a? + 12 a? + t2)*
De méme :
Va € R, 1" (a) = —6a/ Lz dt + 8a3/ ﬂ—s dt
0o (a®+1%) o (a®+12)

On vérifie par ailleurs que :

o2 a B 2a3 — Bat?
a2 \a2+12) (a2 + t2)3

M e a d
VaeRY, k (a)—/o [@ <m)] costdt
On vérifie facilement, pour (a,%) # (0,0) :

02 a N 8_2 a —0
0a2 \a2+1t2) " 012 \a2+12)

(a) Soit a € R’. On déduit de ce qui précéde :

too [ 52 a
n — o .
R (a) = /0 [(‘%2 (a2+t2>] costdt

Pour X > 0, on intégre par parties sur [0, X] :

X 152 a 0 a X X 5 a
_ o (2 N A L w2 intdt
/0 [6152 <a2+t2>] i [ ot <a2+t2> COStL /g ot (a2+t2> A

En faisant tendre X vers I’infini on obtient :

e 9 a _
R’ (a) = —/0. o <m> sin tdt

Une deuxiéme intégration par parties donne :

D’ou:

+o00
Ya > 0, h”(a)z/ ﬁcostdt:h(a)
0 [¢5




(b) La fonction h est donc solution sur R’ de I’équation différentielle ¢ = y. Par conséquent il
existe un couple de réels (), ) tel que :
Va >0, h(a) = Xe® + pue™®

D’aprés IV-1, on a lixf h(a)=0;dou A =0. Avec IV-2-b, on obtient u =
a—100

I

On en conclut :

Va >0, hia) = %6_“

Ayant
h(vVz+1
Vr > —1, =7
z> -1 9(@) =—7=5
il vient :
7rexp(— ac—l—l)
Ve>-1,T = —
z 1) = 572
6. Le calcul fournit :
R L . I
9(z) =5, — 9.0+ 1g.% To(@)

7. (a) La série enti¢re obtenue en II-3-b est la série de Taylor de g. Par unicité du développement en
série entiére on peut identifier les coefficients et en conclure :

+° cost 1 cost oo 5 7
/ cos : dt:/ cos S dt = K / cos Ldt = n
o 1+t o (1412 2e o (1417 6e
(b) On intégre par parties :
A tsint

A A 42
dt [ cost t ] —I—/ ost Sl dt
— p— —_— —_— C —
o 1+1¢2 1+,  Jo (14 ¢2)2
Le crochet tend vers 0 quand A tend vers ’infini et :
A 2 +oo +o0
1=2 t t
lim cost—————z-dt=2/ Lth——/ COS2dt
A—oo Jo (1412) o (1+1?) o 1+t

Ce qui précede permet d’aboutir a :

A 3
tsint
K / szdt: T
A—oo Jq 14+t 2e
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CORRIGE

I. Suites et intégrales

l.a. P
a. Posons 1 —cost
T2 °

Appliquons d’abord le théoréme de continuité sous l'intégrale.

g:(zt) € Ry x]0,+ oo] —

o Pour tout z € Ry, la fonction g(z,—) est évidemment continue (par
morceaux) sur R .

e Pour tout ¢ € RY, la fonction g(—,t) est évidemment continue sur R.

e On a la domination globale
V(1) € Ry x R, |g(a)] < 9(01)

puisque 1 — cos > 0 et exp est croissante. Enfin, g(0,—) est intégrable
sur RY. En effet :
> on vient de voir qu’elle est continue par morceaux ;

> par le développement limité de cos en 0, on trouve g(0,t) — L,
i n a t—0t+ 2
donc ¢(0,—) est intégrable au voisinage de 07 ;
> Pinégalité V¢ > 0, |g(0,t)| < —22— montre que ¢g(0,—) est intégrable au
voisinage de +o00. ¢
Donc, par continuité sous l'intégrale, f est définie et continue sur R...

Appliquons maintenant le théoréme de dérivation sous Iintégrale.

e Pour tout ¢t € R%, la fonction g(—,t) est évidemment de classe C? sur R
et de dérivées successives
1—cost _4 Og

2
Ty e P = %(x,t) et = (1 —cost)e ™ = ng (z,t).

ak
e Pour tout k € [0,2] et tout = € R%, la fonction ¢ —Z (z,t) est claire-

ment continue par morceaux sur R’f,_. Oz

e On a déja vu que g(z,—) est intégrable sur R pour tout e RY, et Pon
99 |

oz

e On a la domination locale suivante : pour tout a € R* |

2
(:c,t)‘ < 2e %,

montrera plus bas que x,—) lest également.

d%g

Vo € [a,—l—oo[, VtER_*l., |5-'§“
xr

et la fonction positive et continue par morceaux t + 2e7% est intégrable

a

sur RY car ¢ — _2 e~ en est une primitive ayant des limites finies en 0

a
et +o0.
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Démontrons enfin le résultat manquant (voir troisiéme point plus haut) :
pour tout z € R}, on a
%) 277 Sit>1
Vi e R*, )—g x,t)) < .
Ox g(z,t) sinon,
e qui, combiné aux intégrabilités démontrées antérieurement, montre que

. Jyg ey '
la fonction t — a—g (z,t) est intégrable sur R3.
z

Par dérivation sous Iintégrale, il vient que f est de classe C2 sur R7 et
pour tout z € R,

/ sesl ) COSt _4g 1 e ~t
f(z) =— — e dt et f'(2)= (1 —cost)e™® g,
o 0

1.b. Appliquons le théoréme d’interversion limite-intégrale (convergence
dominée généralisée 4 une variable réelle).

* La fonction g(z,—) est intégrable sur R* pour tout z € R..

® On a immédiatement la convergence g(x,t) — 0 pour tout £ € R7, et
T—-4o00

la fonction ¢ — 0 est continue par morceaux.

e On a la domination
Y(@,t) € Ry xRy, |g(x,t)] < g(0,2),
avec g(0,—) intégrable sur R* d’apres 1.a.

Il vient donc N
flz) — / 0dt =0.
0

r—+400

En utilisant cette fois-ci 1a domination, au voisinage de o0,

Va1, vieRY, ’g—g(x,t), < Amgost e a—g(l,t)l
Z

et la convergence évidente

Vi € R, g—i(:v,t) 0

z—++oo

on trouve de méme
f(z) — 0.
T—r~+00
l.c. Soit x € R*. Avec le méme raisonnement qu’en l.a (pour f), on
+- :
voit que £ > (1 — ™)™t ggt intégrable sur R’ . Or, cette fonction a pour
et e(z’—m)t

primitive évidente ¢ s — sur R*. Comme ]e(“w)t[ = g%

pour tout ¢ > 0 et comme z > 0, cette primitive est de limite 0 en 4-oo.
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On en déduit

+o0 )
/ (].—Bn)e_mtdt:'%— L T
= O .’E—Z

d’oti-en prenant la partie réelle

x .
x2—|—1

¥z >0, f(z)=4L -

Par intégration, on trouve une constante C telle que

/ — __1_ 2y __ _l_ .762
V>0, f(z)=C+Ing 21n(1+x)_0+21n(1+x2).

On en déduit facilement

/
@) 57 ©

et donc C = 0 grice & la question précédente. Ainsi,

Vo >0, f(z)=Ing— % In(z? + 1).

1.d. Lafonction b : 2 = zInz— £ In(2® + 1) — arctan(z) est évidemment,

2
dérivable sur RY et, pour tout z > 0,
WE)=hmz+Z - Lyg2en-_2 20 1
1 2 x2 1
=lnz— % In(z*+1)+1— —
z D 241 1447
= f'(=).

Ainsi, il existe une constante K telle que
Vz >0, f(z) = K + h(z).
Pour z voisin de +o0,

T 2 N ~ oz 1 1
a:ln:v—?ln(cc —I-l)——iln(l—l— 2) 5 2 = 5y

et donc
zlnz— Z In(z2+1) — 0.
2 T—r+o0

Comme arctan tend vers % en +o00, on en déduit que

T—+00 2

et donc K = % compte tenu de 1.b.

bk g ngary e e 1 Ll 2ind
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Ainsi, on a établi

Vz >0, f(z)=gzlnz— % T ln(w2 +1) — arctan(x) -+ %

Puisque f est continue en 0 d’apres 1.a, on en déduit
- .

l.e. Soit s e R’ . Le changement de variable affine ¢ = su dans la définition

de f(0) donne
T 11— cos(su)
fo)= [ L 1T o,

’
u?

donc

2

+001_
S:%/ L CON
0 U

Par parité du cosinus, on en déduit

+o0 1— .
3:2/ cos(—su) du.
™ Jo

UZ

Ensuite, pour s = 0,

00 1—
%_ / cos(su) du— 0

b]
0 u?

car la fonction sous I'intégrale est nulle.
On a donc établi
+e0 1 — cos(st
Yook, Joj= 2 [T71zoslel)
0

t2

2.a. Soit n € N*. La, fonction
1 — (cost)™
2

est évidemment continue (par morceaux) sur R}. On a

fnit—

VE> 1, |£a(t)] < t%,

donc f, est intégrable sur [1, + oo[. Au voisinage de 0,
(cost)™ = (1+0(t*)" =1+ 0(t?)
et donc f,(t) = O(1). On en déduit que fn est intégrable sur ]0,1].

Ainsi, u,, est bien défini.
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Soit n € N*. Pour tout ¢ € R%, on a |cost| < 1 donc

(cost)®™ 2 = | cos t|*™+2 < [cost|*™ = (cost)?",
d,Ofl N - P . - -
1~ (cost)®™*2 1 — (cost)®"

2 #2

2 0,

i

avec inégalité stricte par exemple au point ¢ = 1

. Par intégration d’une
fonction continue, on en déduit

T, 1 — (cost)?nt? 1 — (cost)*™
U2n+z—u2n=/0 ( ( tz) — (t2 ) )dt>0.

Ainsi, (u2n)nen+ est strictement croissante.

2.b. D’apres la question 1.d,

Ensuite,

T 1 _ eog2 freo 1 _ 2t
uQ=/ locos ¢ tdt:/ L cos(@) 4y,
0 t 0 2t 2

grace a la question 1.e appliquée & s = 2.

3.a. Soit n € N*. Le changement de variable ¢ : u — 2u e classe C*

n )
o .. f 1 |
et bijectif de R dans lui-méme, de dérivée u — —— —— donne
- Von Vu
/+°° 1- (cos(\/2u/n))n 1 1
Uy = X X du,
S & Van

et donc
Vn
2v/2

3.b. Soit n € N*. D’abord, la fonction o — o™ est convexe sur R, car

deux fois dérivable et de dérivée seconde a — n(n — 1)a"™ 2 positive. Par
comparaison avec la tangente en 1, on a donc

Unn

VaeRL, o —1>n(a—1).

Soit u &€ ]0,1]. Alors, 0 < \/2Tu < V2 < % < %, si bien que le
réel a := cos(y/2u/n) appartient & ]0,1]. Ainsi,

0<1l-a"<n(l—a).

L LM FOY L SRR S

PNl oS P e

NS BN =T e e e
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Ensuite, la formule de Taylor avec reste intégral donne, pour v := 277“,

/ " v? b (’U — t)2 3)
cosv =1+ cos’'(0) v + cos (O)? + 5y cost(t) de
- 0 .
—— I ,U _— 1
=1 5 + /0 5 sin(t) dt.

Puisque v € [0,7], le reste intégral est positif, et donc

2
1—cosv < %

11 vient donc
0<1- (COS\/M)W' Sng—z = u,
ce qui démontre le résultat recherchs.
3.c. Appliquons le théoréeme de convergence dominée. Pour n € N *, posons
1-— ( cos(\/Q'u—/n))n
e Fixons u ¢ R* . Quand n tend vers +00,
cos\/m= 1-— % —1—0(%—),

de limite 1 en +o0, puis

In (cos \/2u/n) = —% —I—o(%—);
nln(cos V2u/n) — —u.

n—4o00

In:u€RY —

et donc

Par continuité de Pexponentielle, il vient

—U

l—@
Ol o, w32

o l—e™
e La limite simple u
R 432
sur R .
e Enfin, grice & la question précédente pour u < 1, et une majoration
évidente sinon, on dispose de la domination

est évidemment continue par morceaux

1 siu < 1‘
* . — ) Vu
Vn € N*, Yu e R*, lgn (v)] < p(u) = 9
sinon,
u3/2

et il est immédiat que la dominante ® est intégrable sur R%.
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Par convergence dominée, il vient donc

400 —
) 1—e™™
) Up — —— du.
n—+oo [q u3/2

3.d. Intégrons par parties, en intégrant la fonction u — 1u3/2 et en dérivant
u—1—e “ Il vient

+oo ree
l= [—2(1 — e_“)u_l/z}o +/ 2e %u1/2 dy,
0

la formule étant justifiée grace & la limite évidente
Q-e™u? — 0
U— =400
et &

(1-e™u 2 ~ 42 — 0.
u—0t u—0t

Ces mémes limites permettent d’achever le calcul et d’obtenir, grice au
résultat admis,
[ =2/

Cette limite | étant non nulle, on déduit de 3.a ’équivalent
nw
Up ~ 4/ 5
II. Autour du pile ou face

4.a. Soit k € N*. La variable X} est bornée, donc d’espérance finie, et

Comme X, est constante de valeur 1, E(X2) = 1, donc

V(Xk) = B(X}) - E(Xy)® = 1.

Par linéarité de ’espérance, on a donc

NE

E(S,) = E(Xk) =0,

o
Ii
=

et comme les variables X} sont mutuellement indépendantes,

NE

V(S,) =S V(X3) = n.

ax
Ii
=
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4.b. Comme S et T sont indépendantes, cos(S) et cos(T") le sont aussi,

tout comme sin(.S) et sin(T). On a donc

E(cos(S + T)) = E(cos Scos T — sin S'sin T)
= E(cos ScosT) — E(sin Ssin T)
= E(cos S)E(cos T) ~ E(sin S) E(sin 7).

Toutes les espérances données ici sont bien définies, car les Varlables

aléatoires cos S, cos T, etc. sont bornées. Comme T ~ —T, on trouve
sin(T) ~ sin(—~T), donc sin(T') ~ —sin(T),

et ainsi E(sinT') = E(—sin T) = —E(sinT), ce qui assure que E(sinT) = 0,

Il vient donc

E(cos(S + T)) = E(cos S)E(cosT).

4.c. Soit t € R. Soit k >2
Comme les variables X 1,--.,Xk sont mutuellement indépendantes, le lemme
des coalitions montre que (X1,....X k-1) est indépendante de X k, donc par

transfert d’ indépendance
k—1
tS_q = Z tX;
i=1

est indépendante de tX,. Puisque X, ~ — Xy, on trouve tX;, ~ —tX k. Le
résultat de la question précédente s’applique donc au couple (tSk_1,tX3)

et montre que

er(t) = pr_1(t) E(cos(th)).

Enfin, pour tout & e N*, la variable cos(tX%) est évidemment constante

de valeur cost, donc, pour tout n € N*

©n(t) = 1(t) (cost)™ ! = (cost)™.
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4.d. Soit n € N*. Notons que S,,(2) est fini. Ainsi,

E(ISu)= ) Is|P(S, =s) (transfert)
5€5,(Q2)
teo 1~ t
= Z P(S, =) 72r— / __ﬁ;s_(s_) dt (par 1.e)
5€5,(%) 0 L
“+oo
9 1 — cos(st)
2 [7( 3 e o)
: 5€Sn ()
too /1 —cos(tS,
= % /O . E( tz( ) ) dt (transfert)

+oo 1 — E(cos(tSy))

2
= = dt
: -
)

t, (par 4.c)
et donc

E(|Sa]) = 2 u,.

4.e. Soit n € N*. Remarquons d’abord que |S2nt1] = 1. En effet, pour

tout w € £, la quantité So,41(w) est évidemment un entier impair. Par
transfert, il vient ensuite

E(|S2n+2) = > s +t| P(S2n41 = 5, Xopya =1).
(S,t)GSgn+1(Q)X{—l,1}
Comme vu en 4.c, la variable Son+1 est indépendante de Xonyo, donc
Vs € Szn+1 (Q), Yte {—1,1}, P(Sgn+1 =8, X2n+2 o= t) = %P(SQTHJ = S).
Il s’ensuit donc que
B(Smial) = 5 D0 (s + 1+ |s = 1) P(Sanpr = ).
8€S2n4+1(Q)

La fonction f : z — |z| est clairement additive sur R4 et sur R_. Pour
tout s € R tel que |s| > 1, il vient, comme s + 1 et s — 1 sont de méme
signe, s + 1| +|s — 1| = 2|s|. Ainsi, vu la remarque initiale,

E(l52n+2,) = Z ISI P(S2n+1 = 5) = E(|52n+1|)-
$€S2n+1(2)

Gréace au résultat de la question précédente, on obtient donc

U2n+2 = U2p41.

o it e o L S S S e
T Lo RS e h et s e et 2 s N o o ik e
UYL P S ), S 7 ' S T PR T el it e e iy Ll
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5.a. Soit n € N*. On trouve en développant la somme
o= > XX XX,
fer([1,4],[1,n])

et donc

ESy) = Y E(X s X s X10Xr) -
FEF([LAL[1,n]) —

ar

Fixons f : [1,4] — [1,n]. Si I'un des éléments de [1,n], mettons s,
posséde un nombre impair k& d’antécédents par f, alors Xz-k = X;, et par

indépendance
CLfZE(Xf)E( H Xf(j)) = 0.
Je[L A\ f~1{:}

Sinon, tout élément de [1,n] posséde un nombre pair d’antécédents par f,
et alors Xf(l)Xf(z)Xf(:;)Xf(;l) = 1, puis ay = 1. Ainsi, par linéarité de
Pespérance, E(S;) est le cardinal de Iensemble des f: [1,4] — [1,n] pour
lesquelles tout élément de [1,n] posséde un nombre pair d’antécédents.
Celui-ci se partitionne en deux sous-ensembles :

® celui des fonctions constantes : i yenan;

e celui des fonctions prenant exactement deux valeurs, chacune avec deux
n
antécédents : il y en a (2) (choix de ’ensemble des valeurs) que multi-
4 . ]
plie ( 2) (choix des antécédents de 1a plus petite valeur prise), soit 35, (n—1).

Ainsi,
E(S}) = 3n(n — 1)+ n=3n%—2n,

5.b. Soit n € N*, D’aprés 5.a, U, est d’espérance finie et

2
E(U,) = 3n° — 2n < 3

n n?
Comme U, > 0, I'inégalité de Markov donne

0<P<Un>%><

5.c. Soit n € N*. Par définition méme,

_— 1
zn_kg@k; \/];)

est un événement, comme réunion dénombrable d’événements. D’apres la

B}

question précédente, la série numérique Z P(Uk > _\71_—) converge abso-
vk
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lument (puisque —g— > 1), et donc

+oo
1
- 0K P(Z,) < I;LP(U,C% \_/_;)

Comme le reste d’une série convergente tend vers 0, il vient

5.d. L’ensemble Z est une intersection dénombrable d’événements, donc
un événement. Pour tout n € N*, on a Z C Zy, de sorte que

0< P(2) < P(2,),
puis P(Z) = 0 par passage & la limite.
Soit enfin w € Q\ Z. Alors, w € Z, pour un certain n € N*, et donc

Vk > n,

Sk (w)
’ ’ k1/8 '
Comme la suite majorante tend vers 0, on en déduit que
Sk (w)
k' k—o+oo

0.

R . .
Ainsi, - converge presque siirement vers 0.
n=l

ITI. D’autres sommes aldatoires

6.a. Soit n > 2. Avec rigoureusement la méme méthode qu’en 4.e, on
trouve

|8 + anq1| + |5 — ani ]
B(Tunl) = Y 2l P(T, = ).
SET, ()

&

Or, par inégalité triangulaire, pour tout réel s,

25| = I(S +ant1) + (s — an+1)] < [s+ any1| + |8 — any1),
et donc

E(Toal) > Y |s| P(Tn = 5) = E(T)). .

SETL(N)

Ainsi, la suite (E(|T,])) est croissante.

neN*

6.b. Supposons la série Za convergente. Soit n > 1. Par I'inégalité de

Cauchy & Schwarz,
E(|Tn]) < VE(T?).

i

WL e, M A TR B

e [rdea ol '-:1

N e e R R

i
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Or, avec la méme méthode qu’en 4.a, on trouve

B(T.) = " axB(Xi) =0 et V(Th) = V(g Xy) = > a,
k=1 k=1 k=1

donc

n ~+o0

E(T?) = Zai = Zai.
k=1 k=1
L

Ainsi, la suite (E( [Tn]))n>l est majorée par VL. Or, elle est croissante
d’apres 6.a. Elle est donc convergente.

6.c. D’abord, |T1| est constante de valeur ay (car a; >0) d’oly E(lTll) =a;.

Le résultat exigé est donc évident sin = 1. Supposons maintenant n, = 2.

ks
Posons Y := Zaka et notons que |Y| < a;. Toujours avec la méthode
k=2
de 4.e, on trouve cette tois-ci, par indépendance de V et Xy,

B(T,)) = Z lai + s —|—2[ ] P(Y =),
5€Y(Q) '

=
Comme [s| < a1 pour tout s & Y (©2), on en déduit, comme en 4.e,

B(Ta)= > a1 P(Y =5)=aq,.
seY ()
Ainsi, dans tous les cas

E(|Tn]) = E(IT1|) = a.

7.a. Pour k£ € N*, posons ap = ﬁ, qui est bien un réel positif.
Considérons la suite (Tn)n>1 définie & partir de cette donnée.

Fixons n € N*. Comme T, prend évidemment ses valeurs dans un en-
semble fini, la méme méthode qu’en 4.d montre, par linéarité de Pintégrale,

E(|T,[) = 2 /O = E((;Zs(tT"))

d¢.

Ensuite, pour tout réel ¢ > 0, la méme méthode qu’en 4.c montre,
puisque A Xy, est de méme loi que son opposé pour tout \ € R et tout k'e N*,

n B

E(cos(tTn)) = [] E(cos(tar X)) = [T cos(tax),
k=1

k=1

la derniére égalité découlant de la parité du cosinus.
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Ainsi, en posant

[

on a démontré

n
: 4
hn.t|—>l£_[1cos(2k_1>,

+o00 :
ﬂmm=7£ 1= ) 4

2
ce qui assure que J, est bien définie et se récrit
Jn= T E(Ta)).

Ensuite, 6.a montre que (Jn)n>1 est croissante.

Enfin, a2 ~ et comme la série E % converge absolument, il

4k%’
vient que Zai converge. Ainsi, 6.b montre que (J,)n>1 st convergente.

7.b. La calculatrice, autorisée & cette épreuve, permet de se convaincre
7

que a1 = Z ak, et donc, par positivité des ag,
k=2 Z
Vn € [2,7], a1 = Zak.

En vertu de 6.c et de ’expression trouvée en 7.a, il vient J, = J; pour
tout n € [2,7]. De plus, J1 = uy = 12T— ce qui donne la premiere partie du
résultat.

Pour n > 7, nous considérons la condition
K
Cn : « Il existe € € {—1,1}""1 telle que lz skak‘ < Qpt1.
k=1
Admettons temporairement que C,, vaut pour tout n > 7.

Fixons n > 7. Pour tout € € {—1,1}", nous avons par indépendance des
variables X1,...,X,,

n
( Zz—:kak)/ Xl—sl,...,anan)zHP(Xk:sk)>0.
k=1

Cela démontre en particulier que

= {Zn:esk ak | (€1,...,6n) € {_1}1}n}’
=1 ‘

Pinclusion de la gauche vers la droite étant triviale. De plus, toute valeur
prise par T, ’est avec probabilité strictement positive.

Reprenant la démonstration de 6.a, on trouve

S+ Gpy1| + |8 — Gny1]
E(|Tnnl) = | - 9 | 2 P(T, = 3).
SET, (D)
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Pour tout s € 7, () :

® ou bien s ¢ ]—an+1,an+1[, alors s +anq1 et s— Qn+1 Sont de méme signe,
et donc
s+ ania|+ s - 1]
2

P(T, =s) = |s| P(T;, = s);

® ou bien s € ]—an+1,an+1[, alors s + any1 €t 8 —a,41 sont non nuls et de
signes contraires, donc par inégalité triangulaire

(8 + @ni1| + |5~ apyy| P(Tn = s) > |s| P(T,, = s).

)

En sommant sur s, il vient, puisque C,, est vraie, E(lTn+1|) > E(]Tn])
et donc
Jn+1 > J,.

Il reste & établir que Cp est vraie pour tout entier = 7. Nous montrons
d’abord que C,, implique C,, 4, pour tout n, = 7.

Soit n > 7 tel que C,, soit vraie. Nous choisissons (€1,-..,6q) € {=1,1}" tel
n

que S = Zk_l €kag Vérifie |S| < a,4q. Quitte & changer ¢ en —€, nous

bouvons supposer 0 < S < a,41. Nous posons alors g, = Epta = —1

et €ny3 = €,04 = 1 et nous proposons de montrer que la, (n + 4)-liste ainsi

construite permet d’établir Cr44. Posons 8/ := TOn+1 —Ont2+Ani3+anpy.
Il s’agit donc de démontrer que

—Apps5 < S+ S/ < An+-5-

e Comme S — any1 < 0, il suffit, pour démontrer I'inégalité de droite, de
montrer que —Qn+2+ apys+ n+q K Qs e, On+d — Ants5 < Apto — An4-3-
Or, cette inégalité s’obtient en écrivant
2 2
> =a —a .
(En+7)2n+9) ~ (2n+3)(@2n+5)  vt2 T Onis

Andq4 — Qpts5 =

e Comme S > 0, il suffit, pour démontrer I'inégalité de gauche, d’établir
que
An+3 = Qn+1 + Antg — Qppn > —Qp+t5.

Or, comme précédemment, @y, — Untd4 S Gni1 — Gnys, et il suffit done
an—l—
2
8 < L )
(2n +1)(2n + 5) 2n+9

ce qui équivaut & 4n(n — 1) > 67. Mais, k — 4k(k — 1) est évidemment
croissante sur N* et de valeur 168 en 7, donc I'inégalité voulue est bien
établie.

2 , aulrement dit

d’établir que a4y — Ony3 <
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Ainsi, C,, implique Cy,44, pour tout n > 7. Un calcul machine permet enfin
de constater que la condition C,, est vraie & tout rang dans {7,8,9,10}. On
donne, dansle tableau suivant, une liste € possible pour chacune de ces
valeurs de n. :

| Valeur de n | Liste € convenable |
7 0—1-1,-1,-1,-1,-1)
8 (L,—1,—L,-1,—1,—1,-1,-1)
9 1, —1,—1,-1,-1,—1,—1,—1,1)
10 @, —1,—1,-1,-1,—1,-1,— 1,1, - 1)

Concluons : par récurrence, C, est vraie pour tout n > 7, si bien que la
suite (Jp)n>7 est strictement croissante.

COMMENTAIRES

Le probleme portait sur les combinaisons linéaires de variables de Ra-
demacher indépendantes. Une variable de Rademacher est une variable
aléatoire suivant la loi uniforme sur {—1,1}.

Dans la partie I, on établissait la formule intégrale

/+°°1—costd T
LCOSE g T
0 t2 2

Cette formule peut étre obtenue, avec nettement moins de calculs, en
remarquant, grace & une intégration par parties, que

-+o0 +oo .
/ 4 —cosi gOSt dt = / SInt g
Jo i 0 t

sint

+oo
L’intégrale semi-convergente / dt peut ensuite étre calculée a
0

% e " dt
(avec une petite difficulté pour montrer la continuité en 0). Il semblerait
que les concepteurs de sujets se soient entendus, cetté année, pour faire
obtenir des intégrales classiques par I’étude d’intégrales & parameétres les
plus tarabiscotées qui soient (voir aussi la premiére partie de I’épreuve 2
du Concours Commun Mines-Ponts).

+oo
peu de frais en étudiant la transformée de Laplace = /
0

On pouvait aussi étudier directement la transformée de Laplace z —

+o0

/ 1_—;230875— e %t dt de lintégrande initial, au prix de calculs un peu
0

plus compliqués, mais en bénéficiant de la gratuité de la continuité en 0.
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La fin de la premiere partie faisait étudier un équivalent d’une suite
d’intégrales : les spécialistes auront reconnu la méthode de Laplace. Le
poids de I'intégrale se concentrant autour de ’origine, on use d’un change-
ment de variable affine bien senti pour recadrer 'intégrale et faire converger,
apres factorisation, I'intégrande converge vers une fonction intégrable non
nulle. Le théoreme de convergence dominée permet ensuite de plier Vaffaire.

La fin de la partie IT était consacrée & la démonstration de la loj forte
des grands nombres dans le cas tres particulier des variables de Rade-
macher. Rappelons la forme générale de ce théoreme (hors-programme).

Loi forte des grands nombres
Soit (X, n)n>1 Une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
identiquement distribuées, toutes d’espérance finie. Alors, la suite

n
de variables aléatoires ( % g X k) converge presque stirement

>
vers B(X,). k= n>l

La démonstration —extrémement classique— donnée dans I’énoncé peut
étre adaptée pour établir 1a loj forte des grands nombres sous I’hypothése
ou les variables X} ont toutes un moment d’ordre 4. Nous renvoyons au
chapitre 20 de [2] pour un exposé sur les lois des grands nombres et une
démonstration de la loi forte dans toute sa généralité.

Dans le début de la partie IT et dans la partie II1, on établissait un
pont entre le calcul de I’espérance de 1a valeur absolue d’une combinaison
linéaire de variables de Rademacher indépendantes et les valeurs de cer-
taines intégrales. Les résultats sur ces intégrales peuvent étre démontrés
sans recours & la théorie des probabilités (tout se réduit & des sommes
finies indexées sur {=1,1}"), mais cette dernitre rend particulierement in-
telligibles les calculs effectués.

Terminons par des remarques sur des questions particuliéres.

® En 2.a, il n’était pas évident de savoir si le jury souhaitait la, monotonie
stricte ou large de (u2n)n>1- Compte tenu de la brieveté du sujet, nous
avons préféré adopter une attitude maximaliste.

e Au début de 3.b, Pargument de convexité pouvait étre remplacé par
Iutilisation de I'inégalité des accroissements finis.

e La fin de 7.b, & savoir la démonstration dec la validité, & partir du
rang 7, de la propriété notée C,, dans notre corrigé, était absolument infai-
sable en situation de concours: La premiere idée naturelle pour la résoudre
consiste & alterner les signes de €k & partir du rang 8. Hélas, elle se révele
fausse : on peut le voir soit par un calcul machine, soit en remarquant
Z*“’ (~1)"
m . ’ 7 .. LN
que o1 = g e qu découle du développement en série entidre
n —

n=
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de la fonction arctan au prix d’un léger surcroit de travail. Comme classi-
quement le nombre 7 est irrationnel, on en déduit que tous les restes de la

‘ © _1 T

série Z P sont irrationnels. Par suite, s’il existait un entier V > 2 et
n>1

une liste finie (e1,...,en) d’éléments de {—1,1} tels que la liste complétée

(E1,---En) = (€1, .- ,5N,(—1)N+1,...,(—1)”) valide C,, pour tout n > N,

alors la série E € ax devrait étre de somme nulle, contredisant visisble-

k21 +oo
ment l'irrationnalité de Z (—1)*ay.
k=N+1

Dans une situation aussi exceptionnelle, il est sans doute préférable, pour
les excellents candidats qui ont atteint cette derniére question et y ont séché
plusieurs dizaines de minutes :
> soit de coucher sur le papier une piste de réflexion — méme infruc-
tueuse — en expliquant ol sont les points de blocage (ici, on pouvait ty-
piquement se limiter & mettre en évidence la nécessité de démontrer C,
a partir du rang 7, et conclure sur une aporie);

> soit d’abandonner cette question et de retravailler le reste du sujet.

THEOREMES UTILISES

e Théoréme 23, p. 285. Théoréme de continuité sous I'intégrale

Théoréme 25, p. 286. Théoréme de dérivation sous l'intégrale (& ’ordre k)

Théoreme 22, p. 285. Théoreme de convergence dominée

Théoreme 30, p. 287. Théoréme de transfert
e Théoreme 31, p. 287. Inégalité de Markov

e Théoréme 28, p. 286. Principe des coalitions et de transfert d’indépen-
dance

e Théoreme 29, p. 286. Espérance du produit de variables aléatoires
indépendantes
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A. Préliminaires

n m—1
1) Ona E(X) = Z kP(X =k)=) kP(X =k)+ Z kP(X = k) donc
k=1
m—1 n n
E(X) < Z(m—l) +ZnP < (m—1) P(X:k)—anP(X: %
k=1 k=1 k=m

Or on a Z P(X =k)=P(X =2m). Conclusion: | BE(X)<m—1+nP(X = m)|

Remarque : les majorations ci-dessus sont valables si m = 1.

2) On trace la fonction z — Inz sur [1, +oo[ qui est continue, croissante et positive sur [1, +ool.
La formule demandée est vrai si n = 1 (on a méme ’égalité).

Soit n > 2, on a:

k
Vk > 2 ,Vt ¢ [k-—-1,k] : Int < Ink que l'on intégre de k — 1 a k : / Intdt < Ilnk puis on
k—1

somme de 2 & n : Z/ Intdt < Zlnk sou:/ Intdt < Zlnk (car In1 =0).
k-1

k=2 1 k=1

T n
Comme / Intdt = [t lnt—t] =nlnn—n+1, Conclusion:|Vn>1:nlnn—n+1< Z Ink
1 1

Zlnk

nlnn —n+1 < ek=l

= nl,

On en déduit que e
. - - . ny\"

Or (=)" = ¢ Inn —mn < el Inn—n+1 <n! Conclusion: [Vn > 1: <—> <nl
€ e

B. Le lemme se sous-additivité de Fekete
3) Faire un dessin sur une droite horizontale de la situation des éléments présentés.

Comme wu est bornée, U, est un ensemble borné et comme u,, € U,, U, est non vide,

Conclusion: | (u,,) et (Un) sont bicn définics

Vn 2 1: Upq1 C Uy, donc %, majore Uy €t u, minore Upy1,-0n a alors : Unppy < Up €t Uy 2 Uy,
En conséquence, la suite (u,,) est croissante et la suite (%,) est décroissante.

Comme ces deux suites sont bornées (par les bornes de (u,)), par le théoréme de limite monotone

on a : Conclusion: | (u,,) et (u,) sont monotones et convergentes

4) ¢ On a vu au 3) que la suite (@,) est décroissante. |

Comme , pour tout n > 1, u, € Up, v, <4, donc u > u

Soit v telle que v soit décroissante et telle que u < v, montrons que & < v.



Soit n 2> let soit k = n, up < vy < v, car v est décroissante. v, est donc un majorant de U,,, donc

Un < Up et donc w 2 vw.  Conclusion: | % est la plus petite suite décroissante et plus grande que u

¢ De la méme maniére, la suite u est décroissante.

Comme , pour tout n > 1, u, € U,, U, < u, donc  u<u

Soit v telle que v soit croissante et telle que v < u, montrons que v < w.

Soit n > 1 et soit k > n, uy > v, > v, car v est croissante. v, est donc un minorant de U,, donc
Un < Uy, eb donc v 2w, Conclusion: | u est la plus grande suite croissante et plus petite que u

5) Soitn > 1 et soit k > n, u, < vk < Ty, car vy, est un majorant de V,,. v, est donc un majorant

de U,, donc u,, < u,. Comme ces deux suites sont convergentes, on 4

Conclusion: | lim @, < lim o,
n—-too n—-+oo

6) | ==| | Supposons que % et u soient adjacentes. Comme pour tout entiern 2> 1, u,, < u, < U,

,gréce au théoréeme d’encadrement : u converge et sa limite est égale & celle de @ et u.

Supposons que u converge. Soit € > 0, il existe N > 1 tel que Vk > N |u, — €] < e (avec
¢limite de u). Onadonc Vk 2 N, £—e <wp < f+¢e, dot pour tout n > N : U, C [£—¢,0+¢] et
donc £ — € < u,, < Uy < Ty <2+ €. On en déduit que les suites T et u convergent vers £.

Conclusion:

IH et u sont adjacentes si et seulement si u converge et dans ce cas les trois suites ont la méme limite—l

TYOna:m=ng+r=n(g—1)+n+retcomme0<r<n , 1 <n<r+net comme m > 2n,
m—2n=(g-2)n+r>0dod (¢—2)n > —r > —n, soit ¢~ 2> —1 (car n > 0) et donc g > 1.

Onadoncm=ng+r=n(g—1)+n+ravecn(g—1) > 0et n+r > 0. On peut appliquer la
sous-additivité : u,, = Un(g—1)4ntr X Un(g—1) T Un+r.

Enfin par récurrence sur ¢, on a Un(g-1) S (¢ — 1)uy : en cffet c’est vraic pour ¢ = 2 et si c’est

1

vraie pour ¢ 2 2, Un(g) < Ung—1) + Un < (¢ — Dttg +up = (g + 1 — Du,

Conclusion: | um, < (g — 1)un + Uy

1 -1
Multiplions par —, on a donc u_ (g = -+ un+T.
m’ m m m

U max(Uny . . .y Ugn—-1)
Tout d’abord, commeonan<n+r<n+n—-1=2n-1,0na =~ < (Uns - -, U ,
m m
., g—1 m-n-r lng—nm—m+n-—r
Ensuite - = — =0
m nm m n




: Up = M —1n—71 Uy  Max(Up,..., Usp—y)
Conclusion: | — < ———— - — + (un,
m, m n m

8) On prend n = 1 et pour tout m > 2, on a:

U m—1—0 u max( y ; U, .
R & dom —g—l) <1-2 4+ 2= 2u;. Conclusion: (ﬂ> . est bornée
m m 1 m 1 1 m / melN

m—=mn—r u, max(tn,...,Usn_1)
Soit n = 1 fixé et soit m quelconque tel que m = 2n. Posons v,, = i (tm, -,
m n m

On aVm > 2n : — < vp,. La démonstration du 5) reste valable si I'on n’a I'inégalité qu’a partir
m

b} = Um 2 : _ Un . AN
d’un certain rang et comme [ — . est bornée et que lim w,, = 1- — + 0 par théorémes
melN m—r+oo n

généraux et car max(uy, . . ., Us,-1) est indépendant de m, on peut conclure avec le 5) :

. u u’ll
Conclusion: | Pour tout entier n > 1 : m — “oolim— < —
. ——— m n

T U U .
9) Posons z, = lim —= et y, = —. La suite z est constante donc convergente vers sa valeur.
m—+00 17, mn

D’autre part, on a z < y et la suite z est croissante, avec le 4) on a donc z < y et comme z

N Um Unp, . A T— Um . Un, .
converge vers lim —= et y vers lim — , on a ensuite grace au 5): lim — < lim — , puis
m—+00 177 n—atoo Tt =00 177, n—++o0 T
. ] _ ; . : Unp, — Um
enfin il est clair que pour tout suite z, z,, < Z, et limz, <limZ, donc lim — < lim —.
n—4oo 1 m—+00 1M

. . U
Gréce au 6) on a : Conclusion: | La suite (—n) converge dans R
n

nE]N*

10) e Si Vi € [1,n] Xi(w) > z alors Y,(w) > n_Tzz: On a donc m(X,- > z) C (Yo, > z) dou

i=1
n

P(ﬂ(Xi > 3:)) < P (Yn > :E) Comme les variables X; sont indépendantes et de méme loi,

P(ﬂ(Xi > x)) =T[PXi>a) =[Py >a)=1"=1.
i=1 i=1 i=1
On en déduit que 1 < P(Yn > x> < 1. Conclusion: P(Yn > :c) =1

—_

e SiVi€[l,n] X;(w) = z alors Y, (w) > % On a donc m(Xi >z) C (Y, > z)dou

=1

P(ﬂ(Xi >z ) P( ) Comme les variables X; sont indépendantes et de méme loi,

P(ﬁ(xg > x)) - HP(XZ z) = HP(X1 > 1) = P(X; = 2)" > 0.

Conclusion: P((Yn > :c)) >0

m-4n
11) e Soit w € ( Y. = x} X , on a alors
(e pofl 3 )
1 m+n 1 m+4n 1
Yiin(w) = p——— ; Xe(w) = e (mYm + k;rle(w)) > m+n(mx + nz) = z , donc



L m4n

Yiin(w) 2z, Conclusion: ({Ym > x} N {i Z X 2 x}) CA{Yin =z}

k=m-+1
m+n
e Par le lemme des coalitions, Y, et — Z Xy sont indépendantes donc
k=m+1
/ m+an 1 m+n
Pk{}"m/'} {- Z Xk>:1;'}) :13(1fm>a:)-13(E S Xk>x> <P<Ym+n>x)
i k=m- k=m+1
m-n 1 n
Or P( Z Xk ) = P(— ZXk > x) car les X; suivent la méme loi (rigoureusement on
k=m+1 n k=1
1 m--n 1 n
montrerait que ~ Z Xp et — L‘K’“ ont méme loi et en utilisant P(X; =a) = P(X,; = a) ).
k =41 Ic il

Conclusion: P( “mdn 2 :1:) > P(Ym = :c)P(Yn P m)

12) Soit z € IR.

Premier cas : P(X; > z) = 0, dans ce cas, P(X; < z) = 1 et donc avec le 10), pour tout entier

nz1:PY,<z)=1,donc P(Y, > z)=0. Conclusion: ((P(Yn = l’))%) converge vers 0

eN”
Deuxiéme cas: P(X; > ) > 0, dans ce cas, avec le 10), pour tout entiern > 1: P(Y, > z) > 0.
On peut donc poser u, = —In(P(Y, > z)) pour tout entier n > 1. De I'inégalité de la question
précédente, on en déduit que pour tous m,n dans IN* : . < U + %,. Enfin par définition d’une

probabilité, u, > 0 pour tout n dans IN*.

On applique le 9) : la suite (u ) converge vers un réel £. On en déduit par critére séquentiel que
Up, i U,
— — 1
P(Y, > z)=

Conclusion: <(P(Yn > x))%> N+ converge vers et
ne

(e n ) converge vers un réel ef. Oren =

13) Amorce :
Si s =1 alors il n’y a qu’une seule pile qui contient de bas en haut (a1, a9, ...,a,). Soit un jeton
a; = z, la suite & un élément b = (a,) est bien :

e décroissante de longueur s =1,

e le jeton n°1 de valeur by = a; = z est dans Punique_pile n°1, = _

eb =aqa; ==z

(Pas obligatoire, mais utile pour comprendre rapidement ce qui se passe :

Si s =2 alors il y a deux piles qui contiennent (ay,ay,...,a,).

Soit un jeton a; = z de la deuxiéme pile. Si on a posé ce j-iéme jeton sur la deuxiéme pile, c’est



qu'il y avait sur le sommet de la premiére pile, & ce moment 14, un élément a, avec k < j et a; < ax.

Posons b = (ax,a;) c’est bien une suite décroissante de longueur 2, pour ¢ = 1 le jeton de valeur
b1 = ay est dans la pile 1, pour ¢ = 2 le jeton de valeur by, = a; est dans la pile 2 et by = 2. )

Hérédité

Supposons le résultat vraie pour s et soit une répartition des jetons qui donne s + 1 piles. Soit
un jeton de la s + 1-iéme pile de valeur z = a;. Comme pour s = 2, si on a posé ce j-iéme jeton sur
cette s + 1-iéme pile, c’est qu’il y avait sur le sommet de la s-iéme pile, & ce moment 14, un élément
z' =ayavec k < jet a; < ay.

On applique pour 2z’ 'hypothése de récurrence :

il existe une liste b = (b1, ..., bs) décroissante de longueur s, pour tout i € {1, ..., s} le jeton n®
de valeur b; est dans la i-iéme pile et b, = 2/

La suite b' = (b1,...,bs, z) posséde alors toutes les propriétés demandées car k < j = a; < ax

et bsy1 = 2. Conclusion: ‘On a le résultat demandé pour tout s € IN*

14) On range donc les pg + 1 éléments de la suite a selon le procédé de I’énoncé. Soit s le nombre
de piles que cela a crée.

Premier cas : s > ¢+ 1

Dans ce cas avec le 13), il existe une suite b = (by, ..., bs) extraite de la liste a et décroissante.
La liste b = (b1, ...,bg41) est extraite de la liste a , elle est décroissante et de longueur g + 1.

Deuxiéme cas : s < ¢

Dans ce cas , montrons qu’il y a au moins une pile qui contient au moins p+ 1 éléments. Si les s
piles avaient toutes un nombre inférieur ou égal & p alors les s piles auraient un nombre inférieur ou

égal & ps < pq < pg+ 1 : absurde. Il existe une pile qui contient au moins p 4+ 1 éléments. Notons

(@iy, Gigy - - -, iy - -+, G4,) Cette pile.
On a alors (a;;, sy, - .-, ai,,,) qui est extraite de la liste a , elle est strictement croissante et de
longueur p + 1. Conclusion:

La liste a admet au moins une liste extraite croissante de longueur p + 1 ou une liste

extraite décroissante de longueur g + 1.

Remarque : le principe du deuxiéme cas s’appelle le principe des tiroirs : s'il y a b tiroirs et 6
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15) Soit i € {1,2,...,n}, siw € (A; =14) N (Ag = 1), alors B(w)(1) = B(w)(2) = ¢ : impossible
car B(w) est une bijection. Donc (A; =4) N (A =1i) =0 el P((Al =4)N (A = 4)) = 0.

11
Or P(Ay=i)= > P(A1 =1i/B =0) - P(B=0) (Cest la F.P.T.), donc P(4; = 1) = > =
0ES oc€Sn ’

On ne peut donc avoir P(A; =) - P(4y, = i) = P((Al =1)N{Ay = z))

Conclusion: ‘Al, ..., An ne sont pas mutuellement indépendantesl

16) Erreur d’énoncé : il faut que la liste s soit strictement, croissante (par exemple si k = 3 et

) 1
s=(1,1,1) alors P(A®) =1 # 5 %
Soient donc k € {1,...,n} et s = (s1,...,5,) telle que 57 < --- < sp.
Posons S, s 'ensemble des permutations o € Sy, telle que o(sy) < -+ < o(si) .

Montrons que A* = (B € §,,;) :

w € A* <= B(w)(s1) < B(w)(s2) < -+ B(w)(sx) <= B(w) € Sps <> w € (B € Sp6)

: . N Sh,
Puisque B suit une loi uniforme, on a :P(A*) = P(B € S,,) = Il—g:i'l
In
1 2 LY Sl e 52 PR sk .. n
a =
\o(1) a(2) -+ o(s)) =+ o(s3) =+ alsk) - o(n))
Pour déterminer une permutation de S, s, on commence par choisir les k images de sq,..., s
1, ..., Sy Cela revient donc & choisir une suite strictement croissante 1 < sh < ... < s, <n Ce

n
nombre de possibilités est ( k) Il reste ensuite n — & éléments (ce sont les éléments de I’ensemble :
{1,...,n} = {sl,...,s,}) & placer sur la deuxiéme ligne de o : il y a donc (n — k)! possibilités de

les placer.

_ Snsl _ BB _ 1
BEAE n! ]

17) e Posons C,, ’ensemble des permutations o € S, telle que la plus longue liste croissante

On en déduit que |S,, 5| = (:) (n— k) Coneclusion: P(A®)

extraite de (a(1),...,0(n)) soit de longueur .
Posons Dy, ; ’ensemble des permutations o € Sy, telle que la plus longue liste décroissante extraite
de (o(1),...,0(n)) soit de longueur Z.

Montrons que Cp, et D, , ont méme cardinaux. Pour cela considérons 'application ® de S,, dans



S, qui & une permutation ¢ associe la permutation ¢’ définie par o'(k) = n+ 1 — o(k). Il est clair
que pour tout k € {1,...,n} ,n+1—o0a(k) € {1,...,n} et que si &(01) = ®(02) alors o1 = 02. On
en déduit que ® est injective et comme S, est de cardinal fini, ® est bijective.

Enfin si 0 € S, et o posséde une liste croissante extraite de (o(1),...,0(n)) de longueur ¢, alors
®(g) € S, et ®(0) posséde une liste décroissante extraite de (a(1),...,0(n)) de longueur £. On

déduit que ®(C,¢) = Dy et donc que Cpy et Dy ont méme cardinaux.
lcw (I |Dn,£|

On a donc P(B € Cpe) = —— l
n 2

— P(B € Duy) .

D’autre part , par double inclusion, on a : (C, =€) = (B € Cpnp) et (D, = £) = (B € Dyy).

Conclusion: |V € {1,...,n} : P(C, =¥{) = P(D, ={) et donc C, et D, ont méme loi‘

ellexiste unentierp>1ltelquep? +1<n<(p+1)2+1 (p=|vn—1)).
On appliquant le 14) A la suite formée par les p? + 1 premiers éléments, on a C, > p+ 1 ou
D, >p+ 1. 0Onadonc Cp,+ D, = p+1+1 (puisque 'une des deux valeurs est supérieure & p + 1

et l’autre est supérieure & 1), ce qui donne E(Cy,, + D,) = E(C,) + E(Dy,) =2 p+2
(p |—2)2-—n (p+12+1+2(p+1)—n
p+2+ \/_ p+2+4++/n

D’autre part C,, et D,, ont la méme loi, donc E(C,) = E(D )

>0doup+2=/n

D'une part p+2 — /n =

l%

On a donc 2E(C,) = p+2 > /n.  Conclusion: | E(C,) >

18) Ona (C, 2 k) C U A® ott T est I'ensemble des suites strictement croissantes de {1,...,n}

seT
et de longueur k.
1
Appliquons Vinégalité de Boole : P(Ca > ) < P(|J4%) < S P(4°) = 3.+ et comme
k!
adi seT s€T
T = <k> on a 'inégalité demandée.  Conclusion: P(C, = k) < %)_

19) e Posons i = |—aey/n), on ai < —aey/n < i+1donc —i—1 < aey/n < —i. Posons k = —1,

on a donc k — 1 < ae/n < k et comme aey/n > 1, —ae/n < 1et donci << —2

Conclusion: |k — 1 < aey/n < k avec k € IN”

e On a (C, > aey/n) C (C, > k—1) = (C, 2 k) car C, est & valeurs entiéres.

On a donc P(C,, = ae/n) < ( ) n(n — 1) klgn e < % < ((%)k>2 =

(5"

2k 1\ 2aev/n 1
On en déduit donc que P(C,, > aey/n) < ( ) < (—) car 2k > 2ae/n et — < L.
a @



1N 2ae/m
Conclusion: | P(C,, > aey/n) < (

",

20) o Utilisons le 1) avec le k du 19) avec v = 1 4+ ——

i >1:B(Cy) <k—14+nP(X > k).

2ce/n
On a vu au 19) que P(X > k) = P(C, > ae\/n) < ( ) et k—1 < ae/n.
1

B(Cy) _ aeyfn 2aey/R 20+ i)V
On a donc i < T \/—< ) =(1+ 1/4 °+\/_(1 1 )

nl/4
1
1 21+ — )N
Posons €, = \/ﬁ<——1—~) nl/4
1+ -7 ni/d
1 Sl 1
In(en) = = 1nn—2(1+ 1/4)v (1 + 11/4)
1 2 . )
Or 2(1+ 1/4)\/_1n( 1/4) ~ donc par croissance comparée, nhT In(e,) = —oo et donc
- , : . B(Gh) _ 1 :
lim e, =0. Conclusion: |Vn € IN* : <1+ —)e + e, avec lim g, =0
n—+00 .‘/E 1/4 n—-+co
Py . * E(Cﬂ) o N . .
e On en déduit que Vn € IN* : 0 £ < 2+ M ot M est un majorant de la suite (e,,) qui

Jn

E(C,
converge vers 0. La suite (M> est donc bornée.
vn
. ll
Enfin ngl}rloo ((1 + m)e + En> =e
On conclut avec le 5) et 6).  Conclusion: | lim E(Cn) existe et lim B(Cn) <e
- m=—+00 \/7-), m—-+00 n
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CORRIGE

Exercice 1

L1. Soit f : I — R une solution de (E) définie sur un intervalle dont
Pintérieur contient 0. Supposons qu’il existe un réel » > 0 et une série

entiere g a,z" de rayon de convergence supérieur ou égal & r tels que
n=0

+co
Ve €]-rr[, zel et f(z)= Z anz™.
n=0

Par dérivation de la somme d’une série entisre, pour tout z € |—rr],

“+oo +oco
f(z) = Znan:c”_l et f'(z)= Z n(n — 1)a,z" 2.
n=1 n=2

Pour tout z € ]—r,r[, nous avons donc

( 40 +o0
22 f"(x) = Zn(n — Dapz™ = Z n(n —1)a,z"
n=2 n=1

e

+oo
2 f'(z) = Z (n—1Dap_1z™
n=1

+o0
zf'(z) = Z na,z".
\ n=1
Comme f est solution de (E), il vient, pour tout z € ]=r,rl,

“+oo
2a0+ Z((n2 —2n+2)a, + (n—1)an_1)z" = 0.

n=1

Par unicité du développement en série entitre, on en déduit les relations

200 =0 et VneN* (n2—2n+2)an—l—(n—1)ani1 = Q.

Comme n® —2n 42 = (n — 1)®+ 1 # 0 pour tout n € N*, 1a deuxiéme
relation se récrit

_ n

n°+1
et une récurrence immédiate montre alors que (an)nen est la suite nulle.
Par conséquent , Vz € |-rr[, f(z) = 0.

Furfued

=0

e N
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Montrons ensuite que f est identiquement nulle. Posons Iy . =INRY,
qui est un intervalle de R. La fonction J est alors solution du probléme de
Cauchy

T

y(r/2) =y'(r/2) =0,

et ce dernier posséde une unique solution sur Iy, car les fonctions coeffi-

cients z — 1 — % et z % sont continues. Comme la fonction nulle en
x

est aussi une solution, f est nulle sur Iy. On montre de méme que f est

nulle sur 7 NR* . Comme f(0) = 0, on conclut que f = 0.

En conclusion, aucune solution non nulle de (F) n’est développable en
série entiére autour de 0.

Exercice IT

147
2’H—j .

IL.1. Pour (i,5) € N2, posons Ui5 =

Appliquons le théoréme de sommation par paquets pour établir la som-
mabilité de (u; ;) (; jyen= et calculer sa somme.

Pour n € N, posons I, := {(i,j) EN’: {+4 = n}. La suite (I,)nen
réalise une partition de N2. Pour tout n N, la partie I,, est finie et

~ 5 n(n+1)
Z u'i,j prm 271 — 2TL .
(i,5)el, i=0

D’aprés le cours, nous avons, par dérivation & ’ordre 2 du développement

en série entiére N
1 S
Vr e ]-1,1], T —anox )

le développement
+oo
Voel-11], —2 =3 . (n+2)(n+ 1)a"

En Pappliquant en z = —é— et en multipliant par %, on obtient

+

&

(n+2)(n+1) B
2?‘.‘.—!-1 T

3
I
o

ce qui donne :

+oo(

+1 = (n+n

n= n=0 n=0 (i,5)€I,

=
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Comme u est & termes positifs, le théoréme de sommation par paquets
montre qu’elle est sommable et que

) Z o ’U,ij = 8
(2,7)EN? 7

I1.2.a. Il s’agit de vérifier que v := ( 21';-{3 )(i,j)€N2

mable de réels positifs de somme 1, ce qui découle immédiatement de la

question précédente puisque v = % avec les notations de cette derniére.

I1.2.b. Aveclanotation précédente, on a, pour tout i € N, par o-additivité,

est une famille som-

+o0 e
P(X=i)=) P(X=iY=5)= vy
=0 i=0
et de méme ’

“+oo
P(Y = Z) = Zvj’i'
=0

Par symétrie de v, il vient P(X = i) = P(Y = ) pour tout i € N.
Puisque X et Y sont & valeurs dans N, cela montre que X ~ Y.

IL.2.c. Notonsa; := P (X =) pouri € N. Supposons X et Y indépendantes.
On aurait alors, d’aprés la question précédente,

: 47
V(i,7) € N%, a;a, S
et en particulier ag = 0, donc ag = 0. Mais alors, 0 = gga; = %, ce qui

est absurde. Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.

Probléme : Fonction Digamma
Partie préliminaire

II1.1.a. La fonction A : ¢t +— e t* ! est évidemment continue sur ]Rfl_.

e Par croissances comparées, t*tle™¢ oo 0, et donc h(t) = o(t™?) au
—r-T 0
voisinage de +o0. Donc, h est intégrable au voisinage de +oo.

e De maniére immeédiate
h(t) ~ =71

avec z — 1 > —1, donc h est intégrable au voisinage de 07.
Ainsi, h est intégrable sur RY.

IIT.1.b. Soit z > 0. La fonction t — e " #*~! est continue, positive et non
identiquement nulle sur R , si bien que I'(z) > 0.
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ITT.1.c. Appliquons le théoréme de dérivation sous Vintégrale en posant

fi(zt) €RY xRY — 771t

D’abord, fixons z > 0 et remarquons que la fonction
9z it (Int) ¢t Lle—t

est intégrable sur RY . En effet, elle est clairement continue (par morceaux)
et :

® par croissances comparées, au voisinage de ~+00,
—2
9z (t) = o(t™?),
ce qui montre que g, est intégrable au voisinage de +00;

* en choisissant un y € ]0,z[ (par exemple x/2), on a par croissances com-
parées, au voisinage de 0,

9z (t) ~ (Int) o1
=o(t¥™1),
et g, est donc intégrable au voisinage de 0.

Ensuite :

® pour tout ¢ € R, la fonction f (—,t) est clairement de classe C* et de
dérivée z — g, (¢);

of
® pour tout z € R}, les fonctions flz,—) et ———(:r —) = g» sont continues
par morceaux sur R, et la premiere y est mtegrahle d’apres I11.1.a ;

e fixons a et b dans R’ tels que a < b. Comme 7 s $2—1 est monotone sur
R pour tout ¢ € R* +» on a la domination locale

Va € [a,b], Yt € RY, j—(mt)l 19 ()] < lga ()] + |95 (2)],

et la fonction |g,| + |gs| est intégrable sur R* 1, d’apres ce qui précede.

Ainsi, par dérivation sous Pintégrale, la fonction I est de classe Cl et

+oo
Vz >0, I'(z) :/ (Int) "~ te=t de,
0

III.2.a. Le théoréme de comparaison série-intégrale s ‘applique, 3 la fonec-

tion ¢ — %, car elle est continue par morceaux, positive et décroissante

sur [1, + oof : la série E Un est donc convergente.
n=2

B e Ty R e T < o ST, P ry
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II1.2.b. Pour tout n > 2, on trouve par la relation de Chasles

"dt - 1 — 1
k=2 k=1

et donc n
Hy,=1- Z Uk,
k=2

La convergence de la série g uy, assure donc celle de la suite (Hp)n>1.
k>2

Expression de la fonction Digamma & 1’aide d’une série

I11.3.a. La fonction In est concave puisque dérivable et de dérivée x — %

décroissante sur R’ . Par comparaison avec la tangente au point d’abs-
cisse 1, il vient donc

Vu e RY, In(u) <In'(1)(u — 1) +In(1) = u -1,
et donc
Vz € |—00,1[, In(l — z) < —=z.
Soit w2 1y x €]0,+ oo et ¢ € ]0, + o0l

e Sit < n,alors f,(t) = t* texp (n In (1 — %)), et I'inégalité précédente
appliquée a % donne nln (1 — %) < —t, puis, par croissance et positivité
de P’exponentielle, et positivité de t*7*,
0 < fult) <t let,
e Sit > n,alors fp(t) = 0 (y compris si t = n), et I'inégalité voulue est
immeédiate.
Ainsi, dans tous les cas,

0< fult) <t le™h

III1.3.b. Pour tout n € N, la fonction f, est continue sur R% . En effet :

e elle est continue en tout point de |n, + oo[ et continue & droite en n,
car nulle sur [n, + oo[;
o elle est continue en tout point de |0,n[ et continue & gauche en n car

elle coincide sur |0,n] avec la fonction continue t — (1 ~ %)ntm_l.

Soit t > 0. A partir d’un certain rang, on a n > t, donc

fr(t) =t"texp (n In (1 — %));

s 0w T W A T R
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et, par ailleurs, — % tend vers 0 quand n tend vers +4-00, donc
i -t _
—> —t.

n—+-+4-oo

Ainsi, par continuité de I'exponentielle,

rz—1_—t
fn (t) n;:)oo { e .

Enfin, la fonction dominante ¢ r—s t* Lot est intégrable sur R% et Phy-
pothese de domination a été établie en ITI.3.a. Par le théoreme de conver-
gence dominée, on trouve donc

+o0 +o0
o) dt — / t*"te Tt dt = D(z).
0

0 n—+co

Comme f,, est nulle sur Jn, + oo, cela se récrit
n " n +o0
/ (1 . ﬁ) oAt — / t* et dt = I'(g).
0 n—%fa) 0 :

IIT.4.a. Fixons z € RY. Soit » € N. La fonction u s (1 —u)"u®? est
continue sur J0,1] et (1—u)"u®1 ~ =1 5y voisinage de 0, avec z—1 > —1.
Elle est donc intégrable sur 10,1], si bien que I, (x) est définie.

Supposons maintenant n > 0, Intégrons par parties, en dérivant la fonc-

T
tion u = (1 —-u)™ (de classe C1), et en intégrant u — u ! en 4 UT (de

classe C!). 11 vient
1
In(z) = [(1— u)”x—luw]zz +/ % (1 —u)" 1y®dy,
0

la formule étant justifiée par I'existence de I,(z) et celle de I'intégrale du
membre de droite, qui découle de I’existence de In1(z+1) (carn—1>0
€t z+12>0). Comme z > 0 et n > 0, Ia fonction (1 —uw)"z7 u® est
de limite nulle en 0 et 1, et donc

In(z) = % n—1(z +1).

III.4.b. Soitn e Netz > 0. En utilisant la relation précédente, on obtient

par itérations

— D)x---x] '
n(n—1)x---x Io(z +n) = n! Io(z + n).
(x4 1)x--x(z+n—1) n—1

[[@+&)

k=0

In(z) =
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Or, pour tout y > 0, on a immédiatement

1
. | _ C1at=l 1
Io(y)=/0 Tt = [y ] = 5
Ainsi, '
In(z) = _?_71'____
H (x + k)
k=0

II1.4.c. Soit n > 0. Le changement de variable affine ¢ = nu donne

/0 (1- %) tar= /O - u)™ (nu)® ! ndu = n®In(3).

En combinant II1.4.b avec 1I1.3.b, il vient

xT

[(z) = lim =2l
n—+oco 7
H(x—i—k)
k=0
n
ITL.5. Soit n > 1 et z € |0, 4+ oo[. De —lnn = H, — i,ontlre
k=1
_l_ — —:z:lnn . a:H
n* He
On en déduit
" z —cH,
x = e i &

Comme I'(z) # 0, la formule de Gauss donne, aprés isolation du terme
de rang 0 du produit,

puis

- 1
% H <1+ %> n—;)oo F(IZ?) .

Comme (Hy)n,>1 converge vers 7, on en déduit par continuité de 1’expo-
f nentielle,

= JI(+5)* 52, er_(;g)c

>
Il
—

;
oy
B
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ce qui se récrit

=ze" lim (1 + £)e—?.

II1.6.a. Soit z €10, + ool. Nous avons la convergence de la suite de terme

n rx
général Hk_l (1 + %)e k (strictement positif) vers le réel strictement

positif S S , donc par continuité du logarithme
e’ I(z)

n

(L)) ()

soit . =t
201+ ) = ] 5, e —ye - mr(a).
Autrement dit, la série de fonctions Zk>1 [ln (1 + %) — %] converge

simplement sur R et sa somme est la fonction z s — Inz — vz - InT(z).

II1.6.b. Pour k € N*, posons 9k : T €10, 4 oo[ —> In (1 + %) - %, qui

est évidemment une fonction de classe C! et de dérivée
1 1 x

k+z  k kk+a)

On a immédiatement, pour tout ¢ € RZ,

G i T

Ve €]0,], Vk €N, |gh(z)] < o

et la série de terme général E % est convergente. Par suite, E a
k>1
converge normalement — donc uniformément — sur toyt segment de R7 .

Par dérivation terme terme, g est de classe C! et

+oo “+oco
220, g@)=3 g => (- -1)
k=1 k=1

IIT.6.c. Comme T est dérivable, I’expression trouvée en II1.6.a, combinée
avec IIL1.6.b, donne, pour tout z > 0,

1 Mz) X, 1 1
._.—x—-—"')’__ F(iL‘) :];l(ch—x_?)’

+co
1/’(35):__%_7*;(% 7 )
=1

et donc
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II1.7.a. La formule trouvée en I11.6.c donne

+oo
. i 1
1) =—1— 4 1),
»(1) v+ Z (== 1
" k=1
Par sommation d’une série téléscopique, on a par ailleurs
=1 1 1
= ———)=1- 1 = =1.
2 (%~ 571 b T
k=1
Ainsi,
Y1) =—.
Or,

e —t —t]+oo
P(1):f0 etdt=[—e!| 7 =1

Par retour a la définition de la fonction 4, il vient I'(1) = —v. Compte
tenu de III.1.c, on en déduit

+ oo
/ e *In(t) dt = —v.
0

IT1.7.b. Soit z > 0. La formule de II1.6.c donne

o
¢(9‘"+1)‘¢(”’):_m71t1+%+;(kim"k+i+1)
S

l{ = k+zx k+x+1

Par sommation d’une série téléscopique, on en déduit, comme 3 la ques-
tion précédente, que

i
3 b +1) () = L.
. Puis, pour tout entier n > 1,
n—1 s .
Y(r) —p(1) = > vk +1)—9k) =)
J k=1 k=1
d’ou, en utilisant II1.7.a,
n—1 1
Y(n) = -7+ kz::l e




B e
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II1.7.c. On considere que z est fixé une bonne fois pour toutes dans |0, + oof.

Pour tout k£ € N et tout y>0,0na o
z—1

(k+y+1)(k+y+2)

Jx(y) =
et donc
z-1
(k + 1)(k + z)

.. |z — 1] _ |z — 1]
Enfin, la série a un terme général équivalent 3
Ig (k+1)(k+z) . E k?

et elle est donc absolument convergente. Ainsi, g Jk converge normale--
ment, donc uniformément, sur RY. k>0 |

e (y)] <

b

Or, jx(y) — 0 pour tout % 2 0. Donc, par interversion limite-somme,

—+o0
“+o0 400
L(n) —s E 0=0.
Z]k( ) n—+o0
k=0 k=0

Pour tout n € N, on déduit de II1.6.c que
+oo

__ 1 | 1 _ 1
Y(z+n) —y(l+n) = x+n+1+n +;k+1+n k+z+n

too B

:ij(n)’

k=0

Y(E+n)—¢(l+n) — 0.

n——+o00

et donc

ITL.8. D’apres II1.7.a, II1.7.b et II1.7.c, la fonction ¥ vérifie les trois
conditions souhaitées. Réciproquement, soit f : )0, + oo [ = R vérifiant ces
conditions. Posons g := f—1.

* Grace & la premiere condition, g(1) = 0.
* La deuxiéme condition donne Vz > 0, 9(z+1) = g(z). Il vient alors que,
pour tout z > 0, la suite (g(z + n))nFN est constante de valeur g(z). En
particulier, Vn > 1, g(n) = 0.

e Fixons z > 0. La troisiéme condition donne que pour tout z > 0 la suite
(9(z+n) —g(1 —I—n))neN converge vers 0. Or, nous venons de voir que cette
suite est constante de valeur g(). Ainsi, g(z) = 0.

EY

Finalement, ¢ = 0, donc f = 9. Ainsi; 1) est Punique solution du
probléme proposé.
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II1.9.a. La variable X suit la loi uniforme sur [1,n], et ainsi

1 n 1 n(n+1)  np41
E(X):Eizlkp(xzk)_ﬁZkzlk_W =

ITI.9.b. Soiti € [1,n]. Sila i® boule est sortie au premier tirage, alors I'urne
contient, au moment du deuxiéme tirage, ¢ + 1 boules de numéro %, et une
boule de numéro k pour tout k € [1,n] \ {¢}. Puisque ’événement (X = i)
est de probabilité non nulle, cela s’écrit :

Cla sl
V(i,k) € [L,n]?, P(Y =k | X =i) = ”1+ L
- sinon.
n-+1

Fixons k € [1,n]. La famille ((X = i)),_.__ est un systéme complet
d’événements non négligeables, et la formule des probabilités totales donne
donc

PY=k)=>» PY =k|X=14)PX=1i)
=1
k+1 1 1
=1 - 4+ = .
iy iel[lnz]ﬁ{k}-n—*—z

Par ailleurs, la formule de IT1.7.b donne, par soustraction,

Y(En+1) —p(n+1) = Z i Znﬂ

j=n+1

et donc

PY = k)= 5 (420 +1) = $(n+ 1)+ =),

Comme Y est & valeurs dans [1,n], cela suffit & décrire sa loi.

II1.9.c. Par retour & la définition,

E(Y) = Z:Zl kP(Y = k)

¢(2 +1)—'¢’ —I-l) n n 2"
- & n (n Zkzlk—l_z d

_ ¥Cn+1)—d(n+1) n(nt1) L l-n
n 5 5
Ainsi, +n(yp(2n+1) —9(n+1)).
EY) = 3”; L (W(@n+1) —¢(n+1)) + 1;” .
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COMMENTAIRES

Il fallait lire trés précisément 1’énoncé de Pexercice I : il ne s’agissait
pas simplement de déterminer s’il existe une somme de série entiére qui est
solution non nulle de (E) !

i

2+I ) (i,7)EN?
a laide de deux sommations successives de séries. Par ailleurs, la ques-
tion I1.2.a permettait de contréler la validité du résultat obtenu en II.1.

En I1.1, il était aussi possible d’étudier 1a sommabilité de (

On établissait en II1.8 une caractérisation de la fonction Digamma. Il en
existe une autre qui en découle sans effort surhumain et s’énonce comme
suit : la fonction Digamma, est Punique fonction convexe f de RY dans R

vérifiant la condition initiale f(1) = —v et Iéquation fonctionnelle
¥z €RY, fle+1)- f(o) = L.

Notons que la convexité de Digamma peut se déduire facilement de Iex-
pression obtenue en ITI.6.c, par retour & la définition de la convexité et
utilisation de celle de u -+ 1/u sur RY.

L’énoncé contenait une erreur, facilement détectable, 4 Ia, question IT1.9.b :
il fallait, dans la formule finale, prendre & dans [1,n] et non dans N*.

La formule admise en ITL.9.c peut étre établie & I’aide d’une décomposition
X2

‘ n(n+ X)

de X? par n(n+ X ) donne immédiatement cette décomposition).

en éléments simples de la fraction (ici, la division euclidienne

- THEOREMES UTILISES

* Théoréme 19, p. 284. Théoreme de dérivation des séries entidres

e Théoréme 11, p. 282. Théoreme de sommation par paquets

Théoréme 25, p. 286. Théoreme de dérivation sous 'intégrale (3 1’ordre k)

Théoréme 20, p. 284. Théoréme de comparaison série-intégrale

Théoreme 22, p. 285. Théoréeme de convergence dominée

Théoréme 18, p. 284. Théoréme de dérivation terme a terme

* Théoreme 14, p. 283. Théoreme d’interversion des limites, version
somme d’une série de fonctions




CENTRALE MP 1988 PREMIERE EPREUVE

Eléments de correction
Partie I

Dar}s cette question (an),cp €t (On),en désignent deux su1tf:s de nombres réels telles que les séries
entiéres > an z™ et > b, «™ aient un rayon de convergence infini. On note

+o0 +00
=Zanx" g(:z)———anm”
n=0 n=0
On suppose de plus que a,, est strictement positif a partir d’un certain rang.

(a) On suppose by, négligeable devant a,, quand n tend vers +oo.
Soit € > 0. Il existe un entier naturel N tel que

VneN, n 3 N:;»(an>oet Iba| < an>

On fixe un tel entler naturel NV dans ce qui suit. Smt z un réel pOSltif ounul. Ona

Z|b|x + Z |by | 2™ Z|b|x +— Z n @

n=N+1 n=N+1

N N
9 @] <3 lbala™ + (f(x)—zanw”>
n=0

ou encore

N
Notant P = Z (|bn| - %an> X™ (P est un polyndme de degré inférieur ou égal a N), ceci
n=0
s’écrit aussi 8
Vz € Ry, |g(z)| < P(z) + Qf(x)
P . .
Ayant 1\&2 g 0, il existe un réel A strictement positif, que I’on fixe désormais, tel que
r—

Ve Ry, 22 A= P(z) < ZaNH:vNH

On a en outre

+00 N
Vz € Ry, aypr1z™ T < Z an " < fz) + Z!anl T

n=N+41
400 N
(puisque Yz € R, Z anz™ = f(zx) — Za'” ™).
n=N+1 n=0

De méme il existe un réel B strictement positif que I’on fixe désormais, tel que

VteRy, 2> B = Z]an| " aN+1xN+1

et ainsi
Vz €Ry, 22 B = a1z TP < f(z) + %a,NHa:NH
¢’est-a-dire
VzeR,, > B=aymz" T <2f(2)



(b)

(a)

(b)

Par conséquent on peut écrire

Vz € Ry, © > max (A, B) = P (z) < gf(x)
puis

Ve € Ry, z 2 max(A,B) = |g(z)| < e f(z)
En conclusion g est négligeable devant f au voisinage de +oo.

Par définition si on suppose a, ~ by, cela s’écrit a, — b, = o(ay) et selon la question
précédente f — g est négligeable devant f au voisinage de +oo : dans ce casona f 9
o0

t
q . n

Soit ¢ un nombre réel. Posons : Vn € N*, a, = = On a Vn € N*, a, > 0, et comme
n!

an+1
Qn

— 0, larégle de d’Alembert assure que le rayon de convergence de la série entiére
n-—o0
xn
> n>1 M= est infini : sa somme est donc définie sur R.
n!

On considére la fonction ® définie sur R? par: V (z,t) € R%, ® Zn

Pour montrer la continuité de ® sur R? justifions la convergence umforme (en fait normale) de
la série de fonctions dont elle est la somme sur tout compact de R?.
Soit donc C' un compact de R?.
11 existe un réel A strictement positif tel que C' C [—A, +A]? : fixons un tel réel A.
Pour tout entier naturel 7 non nul considérons la fonction u,, définie sur R? par
wn

Y (xz,t) € R%, u, (x,t) = ntm
Tout d’abord pour tout entier naturel non nul n la fonction u,, est continue sur IR?.
La série de fonctions -, upn converge normalement sur C' puisque

An
V(z,t) € C, Vn € N*, |up (z,t)] < nAF
Ar '
et la série ) nAF est convergente (selon la régle de d’ Alembert par exemple).

Ceci étant valable pour tout compact C' de R?, on sait alors que la somme de cette série de

fonctions, a savoir @, est continue sur R2.
xn

Soit ¢ € R : la série entiere ), -, n'= ayant un rayon de convergence infini, sa somme
n!

est notamment derlvable sur R et sa dérivée s’obtient par dérivation terme a terme :
X Oy

Vz € R, gtI)( t>:;8 (z,t), avec
V(x,t) € R?, ¥n € N* %(m 7:)znt+1ﬂ_1
, ’ 2 n!

; . 0o i . .
et, attention !, on sait alors seulement que 5 est une fonction partiellement continue par rapport
x
a la premiere variable.
7

Z
Soit z € R. La série de fonctions -, n'— (fonctxon de t) n’est pas une série enticre : il est

. : s o e 0
nécessaire de justifier la dérivabilité de la somme, ¢’est-a-dire ’existence de —

ot~



3.

On a (z est fixé) :
o la série de fonctions ) - un (,-) converge simplement sur R
e pour tout n, n € IN*, la fonction ¢t — u,, (z,t) est de classe C! sur R

. . ( . ,
o la série de fonctions } -, 8—; (x,+) converge uniformément (car normalement) sur tout
: i . A
compact de R (car pour tout réel A strictement positif 1a série > In (n) n'”‘—l est convergente)
n!

. : . . 0P . .
On en déduit I’existence de la dérivée partielle — sur R?, dont ’expression s’obtient par

ot

o
Oup,
dérivation terme a ter me, 4 savoir — = —_,
ot i ot
n=

De méme que pour la dérivée partielle par rapport & la premiére variable, ce n’est pas terminé car,

. " I - . 0P
avec le raisonnement précédent, le cours ne justifie que la continuité partielle de B par rapport

a sa deuxieéme variable.

) 2 E.E ® 09 . ; .
Il reste a prouver la continuité de — et — fonctions de deux variables, ce que I’on fait

ox Ot

en adaptant pour chacune de ces deux fonctions le raisonnement qui a permis de justifier la
continuité de ® sur R? (exercice).

(¢) Soit (z,t) € R2. Selon la question precedente — (a: t) Zn et ainsi

@(m,t—{—l):xg—i(m,t) 1)

(d) Soit ¢t un nombre réel. On a

+0o0o n+1 +oo

o (z,t+1) Zn”’lii—t: w@(m,t):Zntmn! =Z(n—1) n—l Zn (n—1)°

n=1 n=2
Ayant en outle
t+1 _ 1) t+1
n‘ Nn(nl ) VWEN*,n—'>O
la question 1 1. () permet d’affirmer que ® (x,t + 1) est équivalent a =z ® (x,t) quand z tend
vers +00.

(a) Soit z un nombre réel. Ayant

+oo
7
®(z,0) = ZF =exp(z) —1
n=1
deux utilisations successives de la relation (1) fournissent
oP )
P (z,1) = T a5 (z,0) = zexp (z) D (2,2) = :cg—x (z,1) =z (z+ 1) exp ()

(b) Soit x un nombre réel. Montrons le résultat demandé par récurrence. A tout entier naturel non

nul ¢ associons le prédicat
P (t) : il existe un polyndme unitaire de degré t, P, tel que Vz € R, & (z,t) = P, (x) €*
Selon la question précédente, P (1) et P (2) sont vraies.



Soit ¢ un entier naturel supérieur ou égal & 2 tel que P (¢) soit vraie. Montrons P (t+1). Ona
0P
VzER, ®(z,t+1) = T (z,t) =z (P (z) + F (x)) €

eten posant Py = X (P, + P}), on définit un polyndme unitaire de degré ¢t + 1 vérifiant la
relation voulue.
Ainsi P (t 4 1) est vraie, puison a ¥t € N*, P (t).

(c) Soit ¢ un entier relatif.
D’une part si ¢ est un entier naturel non nul, selon la question précédente, ® (z,t) est équivalent
a ' exp (z) quand 2 tend vers 400, ce qui reste vrai dans le cas t = 0.
Drautre part, si [ est strictement négatil] la question I 2. (d) permet d’écrire
ce qui conduit aisément (la récurrence n’est pas indispensable ici) &

B (z,8) ~ G>_t o (z,0)

—+o0

En conclusion : |Vt € Z, ® (z,t) i ztexp (z) |.
(o o]

Partie II

Dans cette partie, on impose les conditions ¢ € [0,1] et > 0.

Soit n un entier naturel non nul. La formule de Taylor avec reste intégrale appliquée a la fonction
u — u' entre les points n 4+ 1 et n s’écrit

(2
nt=m+1)f—t(n+1)" 4+ / (n—u)t(t—1) w'2du
Jn41

ou encore
41

(n+1)'—nt—t (n+1)""T=¢t (1 -1 / (u —n) u2du

Ayant t — 2 < 0, on en déduit

41
Og(n—kl)t—nt—t(n—{—l)t_lgt(l—t)nt_Q/ (u—mn)du
#ST
1
etsachantque 'ona t (1 —t) < 1 on aboutit a :
t 1 i1 t=t s 1
O0<(n+1) —n*—t(n+1)7" < 5" ggn (2)

Soit n un entier naturel non nul. Considérons la fonction f : ]0,1] — R définie par
vu€10,1], flu) =6 (1+2u)"t —u—1
[ estdérivable sur }0,1] et
Yu€)0,1], f/(u) =12 (t—1) (1 +2u)"2 -1
Ainsi f' < 0 et la fonction f est décroissante sur ]0,1]. Ayant f(1) > 0 on en déduit f > 0
c’est-a-dire
Yu€el0,1), 1+u <6 (14+2u)'"



@ X T Rl z" T A f—
D e ) DL S Ao D) DR
n=0 ' ) n=0

4.

1 : 1 2\
Remplagant u par L on obtient = + £6 <n = > ou encore :
n n

(n+2)1! 3)
n+1

Le coeflicient 6 ne peut pas étre remplacé par une constante plus petite puisqu’il y a égalité dans le

cast=0etn=1.

nt—2 < 6

Soit (x,t) € RY x [0,1]. Posons A (z,t) = %?; (z,t) — (1 + %) ® (x,t) . Les développements en

série obtenus précédemment permettent d’écrire

+00 n—1 ) i

n=>0 n=1 n=1

= 1—t+§((n+1)t—nt—t(n—{—l)t_l)%

n=1
Les relations (2) et (3) permettent d’écrire

3% ]
0 < A(z,t) <1+Zz=:(n+2)

(n+2)!

ce qui apres réindexation aboutit a

0 t 3
< — — — L —
vt €[0,1], V>0, 0 < 5 (z,1) <1+ m) D (z,t) < 4x2®(m,t) +1

(a) Soit (z,t) € R} x [0,1]. Ayant ® (z,¢) > 0, on peut poser

0P
w(z,t)==z 261( A —z?—tzx
’ B (z,t)
On définit ainsi une application w de RY x [0,1] dans R qui est clairement continue et vérifie
0P w (x t)
Yo t) eRYx 01, 5 () =0 () (14 £+ 250) @
Selon la question précédente, la fonction @ étant & valeurs dans R, la fonction w est positive et
vérifie )
V(mt) € RE X [0,1], w(z8) < 5 4 =2
x, + Ll I Z,0) % 4 D (:12, t)
On peut minorer la fonction ¢ de la fagon suivante :
2 2
V(z,t) € R x [0,1], @ (z,t) > 2% > %
Par conséquent on obtient
11
V(z,t) € RL x [0,1], 0 S w(z,t) < T
(b) Soit (z,t) € R x [0,1]. Considérons la fonction § : [z, +oo[ — R
w (u, t)
u —
T

La fonction ¢ est continue a valeurs positives sur [z, +00].



11 o : o
Ayant de plus Yu € [z, +00[, § (u) < —; cette comparaison & une fonction de référence assure

4 u?
o . . . 0w (u, 1)
I’intégrabilité de la fonction § sur [z, +oo[, donc Iexistence de I’intégrale / =
o2

du.

U

5. (a) On peut proposer deux démonstrations de cette question :
(1) Premiére démonstration :
Soit ¢ € [0, 1] . Léquation différentielle sur R*.

t z,t
(E):y <1 + -+ (x )> Y
est une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre. Lensemble de

ses solutions est la droite vectorielle engendrée par ’une de ses solutions non nulles.
Considérons la fonction

+oo t
x +— zleTexp <—/ w(u2, )du>
ST u

Elle est de classe C! sur R* , ne s’annule pas sur R, et sa dérivée logarithmique est
définie par

. @h (@) t  wz,t)
A4 R =14+-+—=
T e + LPU (:L') + 5 + $2

Ainsi ¢, est une solution sur R’ de I’équation différentielle (E).
Selon la relation (4) la fonction
Ry, — R
z — O(z,t)
est une solution strictement positive de I’équation différentielle (E) : selon la remarque
préliminaire il existe une constante strictement positive, notée K (t), telle que

'+OO
Vz >0, ®(z,t) = K (t) 2t e®exp <— / w(w,?) du

o)
(i) Deuxieme démonstration :
Posons

* —t -z S W ('H,, !)
V(z,t) € RY x[0,1], K (z,t) = @ (x,t)z7 " e “exp " du
J L £

Cette relation définit une fonction dérivable par rapport 4 la premiére variable et
K t 00 w, 1
Y (z,t) € R% x [0,1], a@—(gg,t) :(g_i(m’t)_@(w’t) <1+_+w($7t)>)x—t€—mexp< w(fi; )
X T Js ‘

2

Ainsi, comme R x [0, 1] est convexe, la fonction K ne dépend que de la seconde variable.
Pour tout ¢, ¢ € [0,1], il existe donc un réel strictement positif, noté K (t), tel que

.+oo
Vz >0, ®(z,t) = K (t) ' e“exp <— / w(w?) du)

w2

(b) Soit (x,t) € R} x [0,1]. Ayant 0 < w(z,t) < M, on obtient
00
0< / w(u t)d M
Je u? %




puis
K (t) «* exp (:c - %) < & (z,t) < K (t) 2 e®

(%)
Comme exp ( —— ] — 1, ontrouve

€T z—+00

vt € [0,1], @ (z,t) - K (t) zte®
(e o]

Partie IIT

On considére ’application ¢ : [0,1] — R
+oo
t / w-—(uz’—t)du
1 U

w (u,t)

u2

w (u,t)

u2

du théoréme du cours. On a :

e pour tout ¢, t € [0,1], la fonction v —

[1,4o0]

e pour tout u, u € [1,400[, la fonction ¢t —
u,t)

est continue sur [0, 1]

eonaV(tu) € (0,1] x [1,+oo[, 0 w_(uz_ < %, ce qui fournit la condition de domination

Le théoréme de continuité d’intégrale 4 paramétre assure la continuité de la fonction ¢ sur [0, 1].

Enfin la fonction K est continue en tant que produit de fonctions continues puisque

Ve (0,1], K () = =8 (1,1) exp (o (1))

Soient ¢ et 3 deux réels positifs ou nuls vérifiant ¢t + 3 < 1.

. Montrons la continuité de ¢ a1’aide

est continue par morceaux (car continue) sur

Soit z € R. Effectuant le produit de Cauchy des deux séries entiéres de somme @ (z,t) et @ (z, §)

(de rayon de convergence infini) on a

“+o0 n-—-1 t :8 t-l-ﬂ n—1

kt(n—k o)
(z,1) (2,0 =Y cna” vnem,nzz,cﬁzyin_k))‘: =y
n=2 k=1 B i B k=1

Tenant compte du rappel de I’énoncé on peut écrire

t+8 t+p
Cp ~ n— 2n—t—ﬂ (Vn € N, n = 2, Zn—'-‘ 2n—t—ﬂ > 0)

n!
Le résultat de la question I 1. (b) prouve alors que 1’on a
TX 48 i
n—t—p0,.n
n=—=

c’est-a-dire 1
®(2,t) @ (2,6) ~ 5752 (22, +0)
puis, grice a la question I1 5.,

O (z,t) @ (z,B) ol e K (t + )

10

(

n

k

)(

k

n

) (

p_k
n

y



Soit H une application continue sur [0, 1] & valeurs strictement positives vérifiant H (0) = H (1) =1
et telle que

V(t,0) €ERY, t+B< 1= H(t+p8)=H (t)H (B) )
Soit B € [0,1]. Lhypothése s’écrit : Vt € [0,1— 5], H (t+ ) = H (t) H ().
Intégrant cette égalité de 0 a 1 — 3, on obtient

1-8 1-8
H(t+p)dt = H (B) H(t)dt
ou encore (par changement c(l)e variable) ’
/IH(t)dt=H(ﬂ) T at
Comme H est continue, les deuf fonctions [0, 1] —0> R et [0,1] — R
B — //:H(t)dt B Ol_ﬂH(t)dt

sont de classe C? et la seconde ne s’annule pas sur [0,1[ (car H est a valeurs strictement positives).
Ainsi la fonction H est de classe C? sur [0, 1[. Dérivant la relation (5) par rapport & ¢ et remplagant ¢
par 0, on obtient
V6 € [0,1, H'(8) = H'(0) H ()
Ainsi il existe un réel k tel que
VB € [0,1, H (8) = kexp (H' (0) §)

(¢galité valable en remplagant 3 par 1 par continuité de k en 1). Ayant H (0) = H(1) = 1, ona
alors k =1 et H' (0) = 0 : par conséquent la fonction H est la fonction constante égale a 1.
Soient ¢, 3 deux réels positifs ou nuls vérifiant ¢ + 5 < 1. Selon la question précédente et la question
II5,0na

(@) 0 (w,0) v s K(t+)  2(2,1) % (x,f)

Par identification, on en déduit : K (¢t + 8) = K (¢) K (8).
En outre la question I 3. donne

P (z,0) 12 exp (z) P (z,1) 12 wexp (x)
etainsi K (0) = K (1) = 1.
Le résultat de I’exercice de la premiére moitié de la question prouve
vte[0,1], K(t) =1

22 2K (¢) K (B)

~ €
+oco

Tout d’abord, ce qui précéde fournit
vt €[0,1], ®(z,t) ~ z'e”
400
En outre pour tout réel ¢ la question I 2. (d) donne
o (z,t+1) = z® (z,t)
et ainsi on obtient aisément
VneZ, Vten,n+1[, ®(z,t) ol zte®

En conclusion

VteR, & (z,t) . zt e®
o0

11



1.

(a)

(h)

Partie IV

. 1 nt
Soit ¢ un nombre réel. Posons: Vne N, n > 2, a, = ol OnavVneN,n>2 a, >0,
nnmn
Qa
et comme —+ 0, la régle de d’ Alembert assure que le rayon de convergence de la série
ap n—oo
t .n
entiére >, -, [y est infini : sa somme est donc définie sur R.
Ztnn n!
X ntogn
On définit la fonction ¥ sur R? par V (z,t) € R?, U (z,t) = mnl’
nnn!
n=.
Soit # € RY.. Par définition de ¢ ona
n
Vu e R, ®(z,u —:L'—ZTL
n=2
Soit ¢ un nombre réel. Utilisons le théoréme d’integratlon terme a terme pour établir
I’intégrabilité de la fonction S, S : ]—o0,t] — R et calculer la valeur de
u — O (z,u) -z

son intégrale. Pour cela a tout entier naturel n supérieur ou égal & 2 on associe la fonction
fa: ]—00,t] — R .Ona:

7

U — n*—
nl
e pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 la fonction f, est continue par morceaux et

intégrable sur |—oo, t] car
k2

u? exp (ulnn) z
n! u——co

e > f» converge simplement sur |—oo, ] et sa somme (égale & S par construction) est continue
par morceaux sur |—oo, ]

e établissons la convergence de la série Z / |fn|. Ona
nz2

1 ) i n
vneN,n>2,/ |fn|=/ nf"’_|d ”_f’_|
—o0,1] o ! Inn n!

et la question precedente (série enti¢re de rayon de convergence infini) justifie la convergence de

la série E
Inn n‘

Par consequent le théoreme d’intégration terme a terme assure ’intégrabilité de la fonction S et
fournit la valeur de son intégrale a savoir

¢
En conclusion I’existence de 'intégrale / (® (z,u) — z) du est assurde et

—00

/ (®(z,u) — z)du =V (z,t)

—00

12



Soient ¢ et § deux réels vérifiant ¢ < S.

Ayant
bl p f1
" o(” 1) VneN,n>2 = >0

lnnn! ~ ° \Unnnl " Innn!
le résultat de la question I 1. (a) prouve ¥ (z,t) est négligeable devant ¥ (z, §) quand x tend vers
+00.

Soit t un élément de ]0, 1] . En utilisant I’inégalité obtenue dans la question II 5., et sachant que la

fonction Kjjg 1) est constante égale a 1, ona
M
Ve R, Vu € [0,1], z%exp <x— —> < P (z,u) < z%exp ()

xr
puis (par croissance de 1’intégrale)

¢ t t
vz € RY, / z” exp (m—%) du—wtg/ (@(x,u)—x)dug/ z'exp (z) du — xt
0 0 0

c’est-a-dire

M\ 2t -1 t_1
Vz € Ry, exp (ac - ?> xlna: —zt < VU (z,t) — U (z,0) < exp (z) xlnx —xt
Par encadrement, on en déduit
zte®

U (z,t) — U (z,0) ~

+oo Inz
et finalement, comme ¥ (z,0) est négligeable devant ¥ (z,t) quand z tend vers +oo (question
précédente)

zte®

@) foo Inz

Soit maintenant ¢ un réel quelconque. On a (par réindexation)

+oo n + n
’ “~ Inn nl —n(n+1)n!
Ona . . .
(n+1)" 1 nt 1 n' 1
L N S N, n>2 —=
In(n+1)n! Innn! e Inn n! >0

Une nouvelle utilisation de la question I 1. permet d’écrire ¥ (z,t + 1) ol U(z,t).
o0

Selon le principe déja appliqué a la fonction @ on en déduit

VneZ, Vtenn+1[, ¥(z1) =

En conclusion

zte®

VteR, U (z,t) ~

+oo Inz

13



MP 21-22
MINES PC 2001 DEUXIEME EPREUVE

Eléments de correction

PREMIERE PARTIE

1. Solution de Péquation différentielle définie sur toute la droite réelle :

(a) Avec les notations de I’énoncé, la fonction fy est de classe C° sur |—R, R[, et ses dérivées
successives s’obtiennent par dérivation terme a terme (propriété des séries entieres). Ecrivant
que f5 estsolution de 1’équation différentielle Ey sur |~ R, R[, on obtient

Ve € |-R, R[, mZn (n—1az" 2+ (1 —z) Znanx"_l -2 <1 + Zanm”> =0
n=1 n=1

n=2
ce qui aprés arrangement donne :
Vz €]-RR[, <(n—|— 12 anyt — (n—i—)\)an) " — A4a; =0
n=1
Par unicité d’un développement en série entiére, on en conclut que (a,),cy- €5t la suite définie
par
g _ 1= (k+ 2)
vn € N* a+1_7n+>\a puls Vi Bis a”:—“u_lz_
1 T - (il
(n+1)2 (nl)

Les exemples proposés par I’énoncé conduisent a :

.’.172
Ve €R, fi(z) =¢€" fo(z)=1 fra(z)=1-=z ng(m)zl—Q:v—l—?

(b) La fonction f) est une fonction polyndme si et seulement si la suite (an,),cy st nulle a partir
d’un certain rang. D’aprés le résultat du (a), on en déduit que fy est un polynome si et
seulement si il existe un entier naturel n tel que n + X = 0.

Par conséquent‘ f> estun polynéme si et seulement si —A € N |

Dars ce cas, en notant p 1’entier naturel tel que A = —p, ona

n—1

—o (b —

VneN, a, = Hizo0E-P)
(n!)
A . } . (-1)?
notamment| f_, est un polynéme de degré p et de coefficient dominant =5
p!

(c) Supposons que fy ne soit pas une fonction polyndme, alors, pour tout entier naturel n, a, # 0
(car d’aprés ’expression trouvée pour an, la suite (an), g st nulle a partir d’un certain rang si
et seulement st il existe un entier naturel n tel que a, = 0).
On a alors

a 4 A . a
n+1 — F 5 puis n+1 — a0
an (n+1) dp Moo

La regle de d’Alembert permet alors d’affirmer que la série entiére 3 an,z™ a pour rayon de

convergence .

Vn € N,




11 reste & préparer les deux derniers termes, a savoir

roF 1 e i 11
L —am (3HI-BM) P garh )
Finalement
roF 1 1 (. 1
AF =~ + 1 3F =g (" X (T)+(1—T)f,'\(r)+§fA(7‘)>
. 1
En conclusion, pour répondre & la question posée, on est amené & choisir| A = 5

SECONDE PARTIE

Détermination de ’intégrale I, :

On reconnait des intégrales de Wallis, dont I’étude est classique. Une intégration par parties donne

2p+1

N, Ipy1=——=
VpeN, Iy o+ 27

ce qui conduit &

1 Qp \ ™
A £ fp:ﬁ( P )5

Relation entre les fonctions et f1/; :

L’agencement de I’énoncé n’est pas optimal puisque, d’apres le cours, toute fonction développable en
série entiére sur R est de classe C'* sur R. Néanmoins jouons le jeu et répondons aux questions dans

I’ordre dans lequel elles sont posées.

(2) A I’aide d’un théoréme de cours, montrons que la fonction ¢ est de classe C* pour tout entier

naturel non nul .

Soit £ € N*. Considérons la fonction h: R X [O, E] — R
(z,0) +— exp (zsin?6)
!
oVl [0723] h(-,0) € C* (R) etVp € [0, ], ¥ (, 6) eRx[o '”] g "

dPh

.Ona:

(z,0) = sin? f exp (wsin® 6)

e Vz € R, Vp e [0,k —1], e (z,) € L} ([0, gD (la continuité sur {O, g] assurant

I’intégrabilité sur [O, q )
k

0%h T o
e Vz ¢ R, 32k (z,-) € CM ([ D (la continuité sur {0, 5] assurant la continuité par

Vi
morceaux sur [O, —] )

e (HDL). Soit K unsegment de R. Alors 3a € R} : K C [—a + a] (on fixe un tel a). Ainsi

V(z,8) € K x [0, q e

03]

5k (z, 6)‘ e?, et cette fonction constante est bien intégrable sur

Selon un résultat de cours, la fonction ¢ est de classe C* sur R et, ceci étant vrai pour tout entier



naturel k, ¢ est de classe C° sur R avec

/2
Vk €N, Vz € R, o (z) = / sin?* g exp (x sin®§) df
0]
(b) Soit z € R. Le développement en série enti¢re de I’exponentielle, de rayon de convergence égal
p p 2

a +o0, donne
+

Vo e [O, E] , exp (zsin®f) = f Siu?n@m”

2 7!
n=0
11 s’agit d’intervertir intégration et sommation. A tout entier naturel n, associons la fonction un,
12
) T T sin
définie sur [O, 5] , par Vo ¢ [O, 5] , U (0) = = z" Ona:

e VneN, u, € L1 ({0’ gD

(. . . , 7r
e La série de fonctions Y u, converge normalement, donc uniformément, sur [0, 5] car

|z

T
VneN, Vo e [0, 5] un (0)] < 25
. T
et sa somme est (continue done) continue par morceaux sur [0, 5} .

Par théoréme de cours (convergence uniforme d’une série de fonctions sur un intervalle borné),
on obtient notamment

/2 [ 10 sin2n g +oo v /2 " +o0 "
e n _ s 2n I -
@ (z) — / <Z ——a" | df = ngo /0 sin®” (0) df | — = g::oIn ™

0 n=0

ou encore

“+00

1 2n \ 7"

W(I)—ZQ;( " >§H
n=0

Ce développement étant valable pour tout réel z, le rayon de convergence de la série entiére,

dont ¢ est la somme, est égal & +-o0.

Notant ¥n € N, o, = ona

™
nl’

vn € N, Tntl 22
O (n+1)

On reconnait la relation de récurrence explicitée a la question I 1. (a) avec A = o Ayant

oy = g, on en déduit| ¢ = gfl/g !

3. Encadrement de ¢ (z) :
(a) Comme la fonction exp est convexe, son graphe est “au-dessus™ de sa tangente en 0, ce qui
s’écrit
VreR e 2142
Etant donné u strictement plus petit que 1, remplagant « par —u dans I’inégalité précédente, on

obtient % <

...u.



) ™ .
(b) Soit z € |—o0, 1]. On peut signaler que la fonction [O, 5] — R est continue et
G — 1 —zsin%0
ne s’annule pas : ainsi la quantité notée J () est bien définie.
Pour le calcul de cette intégrale, les régles de Bioche incitent a effectuer le changement de

variable défini par ¢ = tan § (qui définit une bijection C? de [0, g [ sur Ry ) ou t = cotand

(qui définit une bijection C! de ]0, g] sur Ry ). Optant pour le second, on trouve

7 (z) = /'“/2 d(cotand) 1 -arcta cotan 0]/
SNEIE L T-zfcotan?0  I-z | "\Vi-o 0

et ainsi

T 1
J(z)=+=
(@) =5 =
(c) Soit z € |—c0, 1[. D’une part, exp étant & valeurs positives, ona ¢ (z) > 0.
1
D’autre part V8 &€ [O, g—] , zsin? @ < 1 etalors, selon (a), V6 € [O, g] , exp (z sin® f) < T oo’
Par croissance de I’intégrale, on conclut
1
0< p(z) < J(x) ou encore Le(z) < 2 Nier

(d) Soit z € ]—o0, —1]. Il existe ainsi un réel a, supérieur ou égal & 1, tel que = = —a?. Ceci donne

/2
V=zip (z) = ap (—a*) = a/ exp (—a”sin® 6) do
0
Ainsi (V8 € [0, —725] 0<cosd < 1)

) .pm/2 .
V—zp(z) 2 a/ exp (—a2 sin®§) cos () df
0

ce qui permet de faire apparaitre Je changement de variable défini par u = sin 6 dans la derniére
intégrale. Ainsi

a 1
V—zp(z) = /0 exp (—uQ) du > /0 exp (—uZ) du

D’ou la réponse a la question posée en choisissant| A = / exp (—uz) du |.
0

2
(e) Selon la question 2. (b), on a f1/2 = - De plus, selon le (¢), on a

Vo € ]—o0,1[, 0 < o (x) < ce qui donne

wl-}

1
11—z

\/__
Vz € ]-00,1[, 0 < fiy2(2) <

Par encadrement la limite de f1 /5 en —oo existeet| f1/5 (z) —— 0.
T—r—00

. 2 A
Par ailleurs, selon le (d), Vz € ]—c0, 1], fi/2(z) 2 - et, par référence & un exemple
—Z

de Riemann, on en déduit que f; /5 n’est pas intégrable sur |—o0, —1].



4, Etude de la fonction £ :
(a) Le résultat de la question I 3. () fournit

x x
Vo € R, h(—z) =exp (3) fiys (—2) = exp (3 ) exp (=) fija (a) = h (a)
et ainsi la fonction A est paire.
Soit z € R. Par définition et grice a une formule de trigonométrie, on a

2 z\ [™? 2 [/ 1
hiz) = = — in == —= +sin*f ) ) df
(z) - exp( 2)/0 exp (zsin’ ) df 7r/(; exp <m< 5 tsin ))

2/”/2 T
= — exp | ——= cos (26) ) d6
; p( 5 €08 ( )>

™
Ensuite, utilisant la parité de h, on a

h(zx) = % (h(z)+ h(—z)) = %/OW/z ch (g cos (26)) g = 1 /07r ch (g cos t) dt

cdv 1=26 T
et enfin, la fonction intégrée étant 7m— périodique et paire, on aboutit a

2 [7/2 T
h(z :—/ ch({—=cost|dt
@ =5 b (Feo0t)

™

(b) A partir du développement en série entiére (par exemple) de la fonction ch, on justifie
2 2
Vu € Ry, chu}l—f—%;%
Par conséquent
2
V(z,t) € R} x [O, %] , ch (—;— cost) > Q%coszt
puis
72
Ve e RY, h(z) > §11

Notamment, on en déduit

h(z) — +oo hlz) — 400

T—+00 x r—-+00

(c) Sachant que la fonction ¢ est de classe C* sur R, il en est de méme de la fonction A.
Néanmoins, sans expliciter //, on remarque que la croissance de la fonction ch sur R entraine
celle de la fonction h sur Ry,

Lallure du graphe de h est la suivante :



[> restart .
> h= i-z'nt(cosh(
Pi

x+cos(t) )
2

>

o PO
0. 20),

h .= Bessell (0, % x)

[~ plot(h, x=-5..5, color = black, numpoints = 1000);

]

@



MP 21-22
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Eléments de correction

Pour toute fonction f bornée sur un intervalle I, on note || f||, ; = sup|f|.
’ I

& estun sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel CR |des applications de R dans C. En effet £

est inclus dans CR, non vide car la fonction nulle en est un élément et £ est stable par combinaison
linéaire & coefficients complexes.

Pour toutréel ¢, on a:
Wa'h,mi )= (mlx'z' -~ xﬁ'wz) (t) = (q(t) — A) (z132 — T172) (£) =0
donc| Woe, =, est une fonction constante sur R ‘

(a) Soit f € £. Pourtoutréel t,ona 7 (f)(t) = f(t +T), donc, en utilisant la T-périodicité de
g, on peut écrire :

VEER, T(f) () =f"(t+T)=(q(t+T) =N f(t+T)=(a(t) =N T () ()
CE qui prouve m

(b) Lapplication| 7 est donc un endomorphisme de £ J

Soit f € Ker, alors: Vit € R, 7(f) (1) =0, ouencore Vt € R, f (t + T') = 0, donc f est
la fonction nulle. Ainsi Ker 7 = {0}, par suite 7 est injectif.
Par théoréme du cours, (1) étant une équation linéaire, homogéne, résolue sur R, du deuxiéme

ordre, la dimension de £ est finie égale a 2, donc, d’apres le théoréme du rang, | 7 est bijective |,

(a) Léquation (1) étant linéaire, homogéne, résolue sur R, du deuxiéme ordre, I’existence et
I"unicité des solutions z; et z2 sont données par le | théoréme de Cauchy | qui, pour tout couple

(o, z0) de nombres complexes, assure I’existence et 1’unicité d’une solution z de (1) telle que
z(0) = yo et ' (0) = z.

(b) Le wronskien Wy, ,, des solutions z; et o estnonnulen 0, car W, 4, (0) = ' (1] 1 =l

donc par théoréme :

‘ (z1,z2) estune base de £ |

(a) Pour tout élément z de £, il existe donc deux constantes y; et vy telles que = = y;z1 + v222.
On adonc z’ = vz} + vozh, d’ott v; = z (0) et v, = 2’ (0) . On en déduit :
Ve, z=z(0) zy+2' (0) z2
Ainsi, pour tout 7, 5 € {1,2}
T (25) = [ ()] (0) z1 + [7 ()] (0) 22 = z; (T) 21 + 25 (T) =2
On en déduit la matrice de 7 dans la base (z1, z3) :

u- (35 78)




(b) det M = Wy, 2, (T) . Or, Wy, 4, est constant d’aprés 2., donc :
det M = Wy, 4, (0) = 1

1
(c) D’apres la forme de M, ona:|A = 5 (@1 (T) + 25 (T))

6. Les valeurs propres de 7 sont les racines de son polyndéme caractéristique, donc de celui de M, a
savoir

P=X2—tr(M) X +detM = X2 —2AX +1

7. On suppose A réel et |A| # 1.

(a) Lediscriminantde P est Ap =4 (A? — 1) et Ap # 0 : ainsi P est scindé a racines simples. Par

théoréme, T est donc diagonalisable et| £ est somme directe des deux sous-espaces propres de ﬂ
qui sont tous deux de dimension 1.

(b) Supposons |A| < 1, alors Ap < 0, donc, comme P est a coefficients réels, 7 admet deux
valeurs propres complexes non réelles conjuguées Ay, Ao (A2 = A1). Comme leur produit est
égala 1, ona A; A = 1, d’ol |A| = 1. Par conséquent il existe un réel 81, non congru a 0
modulo 7, tel que A\ = e¥'.

Soit (1, ¢-) une base de vecteurs propres de 7, oll @1,y sont respectivement associés a
A1, Ao
* Soit z € £. 1l existe deux nombres complexes 7y, et v, telles que & = 11 + Yopo. On
fixe y; et yq.
Pour tout réel ¢ et tout entier naturel k ona:
z(t+kT) = 7 () (£) = 1177 (1) (1) + 727" (02) (1) = 71 ATepr () + Y21 95 (1)
Or, pour tout réel ¢ appartenant & R il existe un entier naturel k tel que t — k7" € [0, T, a

i t
savoir k = [fJ , puisque 0 < t — kT < T équivauta k < T < k + 1. Par conséquent :

1 t

[TJ —H

VtE Ry, z(t) =y A~ 1 (8 — KT) +yoha LTSy (8 — KT)

Les fonctions ¢, et ¢, étant continues sur le segment [0, 7], elles y sont bornées, d’ou :
vt € Ry, o (0] < il le1lloo o,y + 172l le2lloo o7

On conclut donc que \ tout élément x de £ est stablﬂ.

* Soit ¢ une fonction propre associée 4 la valeur propre A. Comme par définition d’une
fonction propre, ¢ est non nulle, il existe g € R tel que ¢ (tg) # 0. On fixe t9. On a:

vk e N, ¢ (to + kT) = Xy (to)
Comme \ est un complexe de module 1 différent de +1, la suite ()\k)k>0 diverge, d’ou
@ (tg + kT) n’a pas de limite quand % tend vers +o00, ce qui entraine que ¢ (t) n’a pas de
limite quand ¢ tend vers +oo, donc\ © n’est pas fortement stabli].

(c) Supposons |A| > 1, alors Ap > 0. Ainsi 7 admet deux valeurs propres A; et Ag réelles
et distinctes. Comme Mg = 1,0na A1 ¢ {—1,41} (sinon A\; = Ag) et "une des deux
valeurs propres a une valeur absolue strictement inférieure & 1 (par exemple [A;| < 1) et



1
AL
sont respectivement associ€s a g, Ag.

| Az (> 1) . Considérons encore une base (¢;,¢y) de vecteurs propres de 7, oll @1,

* Comme dans le cas précédent, on peut écrire :
t

Vie Ry, ¢y (t) = ,\ltTJ o1 (t - {%J T>

donc :
Ed
vie Ry, or (0] < IMILT [l lloo o1y
t

Or, [M\1| <1, donc lim |Aq] _TJ =0, d’ou :
t—+4o00

lim ¢, (t) =0

t—-4oc0

* oy n’est pas la seule solution fortement stable puisque toute fonction de la forme ;¢ avec
71 € C* Pest.

% Soit z € &. 1l existe deux nombres complexes 7y, vy tels que 2 = 11 + Yoq. On fixe
Y1, Ya- Si g # 0, etsi to est un réel tel que g (o) # 0, alors
Vk € N, z (to + kT) = 71 M@y (to) + 72X5¢2 (o)

N <ﬁ>’“ ¢ (to)
2 \ X2/ s (to)

puis

Vk € N, [z (to +KT)| = bral [M] Iz (to)]

2
déduit que les fonctions de la forme ;1 sont les seules solutions stables et ces fonctions

sont fortement stables.
Donc dans ce cas | il n’existe pas de solution stable non fortement stable ‘

. . A .
donc kil)r_‘l_loo |z (to + kKT')| = 400 puisque k—liriloo <)\—) =0et kggr_lw |)\’2“| = 400. Onen

(a) Supposons A = &. Dans ce cas, le polyndme caractéristique de 7 est égal a (X — 5)2 . Comme
X, est scindé on peut affirmer, selon le cours sur la réduction, que I’endomorphisme 7 de & est
trigonalisable. Comme la seule valeur propre de 7 est égale a ¢, il existe donc une base (¢, ©¥9)

de &, telle que :
(e a
rnat(‘f’l P2) 5= 0 €

(b) On suppose a # 0.

* Comme précédemment, on a :

wern oo=eltlo (i 4))

donc : Vt € Ry, |1 (t)] < l01lloo 0,77 » €€ qui prouve que ¢, est stable.



9.

* De plus, ¢ n’est pas fortement stable car si tg est un réel tel que p; (t9) # 0, on a

(@) *

Vk € N, ¢y (to + kT) = ¥, (to) et vy (to + kT) ne tend pas vers 0 quand k tend vers
+00, donc ¢ (t) ne tend pas vers 0 quand t tend vers +co.

Soit z € £\ {0} . Il existe deux nombres complexes 71,7, tels que T = 3¢, + Yg95. On

fixe 71,72
Si yo = 0, alors, d’aprés ce qui précéde, x n’est pas fortement stable.

Supposons 4 # 0. '
Ona{ ¢ ¢ =ely + e d 1 les matrices Iy et 01
0 =ela+al 5 o |, donc, comme les matrices I 0 0

commutent, la formule du bindme donne :

k k k—1
E a ok k=1 0 1\ [ € kae
VkeN,(O E) =¢e"Ir+kae <O 0)—<0 ok >

Si ¢y (tg) # 0, on en déduit que pour tout entier naturel % :
2 (to+KT) = 7 (@) (t) = (116" +1okac™ ™) g1 (to) + 7205 (t0)

_ vy
= yykaek? [(%Tlas + 1) @1 (to) + 726"y (tﬂ)]

puis :

|z (to + AT)| = k720l

bl

Y1
t t
<72kae +1> 1 (to) + ka%‘%’z( 0)

donc klim |z (to + kT')| = 400, et x n’est pas fortement stable.
—4-00

LAinsi, il n’existe pas de solution non nulle fortement stable‘

Supposons A > 0, et notons w = /X ainsi A = w?. Alors les solutions de I’équation
(1) : 2" + w?z = 0, sont les fonctions de la forme t — 7 cos (wt) + v, sin (wt)
1,72 € C. On obtient alors :

i t
Vt € R, z1 (t) = cos (wt) etzg (1) = smf;u )
Dans ce cas, Ag (A) = % (z1 () + 24 (7)) = cos (wr) = cos (ﬁw) .
Supposons A < 0, et notons w = +/—A ainsi A = —w?. Alors les solutions de I’équation

(1) : " — w?z = 0, sont les fonctions de la forme t ~— ~y; ch (wt) + v sh (wt),
Y1, 72 € C. On obtient alors :

_sh (wt)

==

Dans ce cas, Ag (\) = % (z1 (7) + 24 (7)) = ch (wr) = ch (v=An) .

Vt € R, z1 (t) = ch (wt) et zy (1)

Supposons A = 0. Alors les solutions de I’équation (1) : z” = 0, sont les fonctions de la
forme ¢ —— vy 4+ 5t, 1,72 € C. On obtient alors :

vt € R, xl(t)ZIGt.’Ez(t)=t

Dans ce cas, Ag (A) = % (@1 (m) + 5, (m)) = 1.



En conclusion : | Ag (A) = = <\/_7T> Az 0
ch (\/ 7r) siA<0
On remarque que ’on a :
21N
VAER, Ag(N) = Z( )" s

Ay est de classe C* sur R

n=0

(2n)!

donc Ag est développable en série entiére sur R, ce qui entraine par théoréme, que

Cet argument frés “seconde année” évite une justification fondée sur Putilisation de la

conséquence du théoréme des accroissements finis.

sm(\/_w) siA>0
(b) OnafAj(A) = 2\/_ N . d’ou le tableau de variationsde Ay :
<
= \/_s (vV=Ar) si
A | —o0 0 1 22 i 42 + 00
A} - = — 0 + 0 0+ 0
N[0 N 1 N -1 /7 1 N -1 7 +1 .
puis son graphe :

restart : with( plots) :

Gl = plot( cos(\/—x--Pi), x=0.5,y=-1.10, color = black, numpoints = 500) :
G2 = plot( cosh(\/ -X -Pi), x=-5..0,y=-1..10, color = black, numpoints = 500)

display([G1, G21);




(c) On suppose g = 0.
S’il existe un entier naturel non nul n tel que A = n?, alors Vt € R, 1 (t) = cos (nt) et

i) (t):s—m(it).Danscecas:
_ o m(m) z2(m) \ _, Lm
u=(40 40 ) -
Si A =0 alors

e[ ™ (m) za(m) \ _ (1 =«
x () () 01
10. Remarque : La fonction |q| est continue donc bornée sur le segment [0, 7] . Etant 7-périodique, elle
est aussi bornée sur IR, ce qui assure |’existence de ().

Nous démontrons & la fois I’existence de la suite (un),,~.q et I’inégalit¢ demandée par récurrence. A
tout entier naturel associons le prédicat :

la fonction u,, est bien définie sur R x R* |
7. — ) Pourtout réel strictement positif w, la fonction ¢ — uy (£,w) est continue sur R,
n —

O |t n
V(t,w) € R x Ry, |uy (t,w)] < : n‘ || ’
wren.

— Hj est vraie par construction.

— Soit n un entier naturel non nul tel que H,_1 soit vraie. Montrons H.,.
Soit w € IRZ‘r. La continuité de la fonction R — R assure celle de la fonction
s > Up—1 (s, w)

R — R donc I’existence de wy, (t, w) pour tout réel .

s S0 E =) (6) 1 (5,)

w
Pour tout réel ¢, u, (t,w) s’écrit aussi :
Un (t,w) = sin (wt) / cos (ws) ¢ (s) un—1 (s, w) ds — &fl}u}) / sin (ws) g (s) un—1 (s,w) ds
w Jo J0
Ainsi la fonction R — R

est continue sur R comme somme et produit de fonctions
t — up(t,w)

continues d’aprés le théoréme de continuité (en fait de classe C') des intégrales dépendant de leur
borne supérieure.

Pour tout réel ¢, ona:
/ Mq(s) U, (S,w)‘ ds
Jo w
Q| [ Qs

) | Jo w1 (n— 1)

puis (en calculant la derniére intégrale en distinguant deux cas selon le signe de t)

2] Q- lgn—1 Q" Itln
|un (8, w)| < —/ Py e ————————ds donc | |u, (t,w)| < e On a ainsi prouvé
H,. On a donc bien ¥n € N, H,.
On procéderait exactement de la méme maniére pour la suite (vn),ep -

|Un (t7w)| S

Q[
sﬂ/o | t4n (5,0)]

IA

ds




11.

Soit w € R’.. On a les propriétés suivantes :

e Pour tout entier naturel » la fonction u, (-, w) est continue sur R

e Soit K un segment inclus dans R. Il existe un réel strictement positif 4, tel que K C [—A, +A] :
on fixe A. En utilisant le résultat de la question précédente, on a :

Qn}in
Vi€ K, |un(tw)| < w'nl
zﬂ n
etainsi |Jup (-, w)l|,, < ———. Or, ce majorant est le terme général d’une série convergente
wnl

d’aprés la régle de d’Alembert (ou aussi terme général d’une série exponentielle), donc la série de
fonctions 3 uy, (-, w) est normalement convergente sur tout segment de R.

On en déduit que sa somme z7 (-, w) est définie continue sur R, d’aprés le théoréme de continuité de
la somme d’une série de fonctions continues.

On procéderait exactement de la méme maniére pour prouver I’existence et la continuité de la fonction

X9 (-, w) i

12. Soit w € RY.

(a) Soit n € N*. Pour montrer que la fonction ¢ —— u,, (t,w) est de classe C* sur R, écrivons :

sin (w 't cos (w i
Vi€ R, up (t,w) = __1(0—0/0 cos (ws) q(8) up—1 (s,w) ds— —1E)t_)/0 sin (ws) q (8) up-1 (s, w) ds

Les fonctions sous les signes intégrales étant continues, le théoréme de dérivation des intégrales
dépendant de leur borne supérieure assure que la fonction £ ——> u,, (t, w) est de classe C Lsur R
et permet d’écrire pour tout réel ¢ :

L (t,w) = cos (u)t)/o cos (ws) g (s) un—1 (s,w) ds +

M cos (wt) g (t) un—1 (t,w)

cos (wt)

+sin (wt)/o sin (ws) g (8) wn—1 (s, w) ds ~ sin (wt) q (t) un—1 (t, w)

d’ou:

VteR, w, (t,w) = /0 cos (w (t —9)) q(s) un—1(s,w) ds

On démontre de la méme maniére que t — vy, (t, w) est de classe C* sur R et :

L
VteR, v, (t,w) = [0 cos (w(t — ) q(s) vn-1 (s, w) ds

(b) Soient n un entier naturel non nul et un nombre réel t. Utilisant ’expression de la question
précédente et les propriétés de I'intégrale on a
t

Qs
|z, (¢, w)| < / |cos (w (£ — 8)) q(8) Un—1 (s,w)| ds /Qm ds
0
puis (en calculant la derniére intégrale en distinguant deux cas selon le signe de t)
Q" J¢"
!
i 8, w)] <

On procéderait exactement de la méme manicre pour prouver

Qn l{lﬂ

whn!

vy, (8, w)| <




(c) Utilisons le théoréme de dérivation de la somme d’une série de fonction de classe C?.
+ Pour tout entier naturel n, la fonction u, (-, w) est de classe C! sur R.

* La série de fonctions Y un(-, w) converge simplement sur R.
n>1

* Soit S un segment inclus dans R. Il existe un réel strictement positif A tel que S C [—A, A].

n ITI

On fixe A. On a alors, selon ce qui précede, Vn € N, [y (-, W)l oo, 4,41 < terme

wh—lp!
général d’une série convergente d’apres la régle de D’ Alembert (terme général de série

exponenticlle). Ainsi la série de fonctions 3 u/ (-, w) converge normalement sur tout
n>1
segment inclus dans R.
On en déduit, d’aprés le théoréme précité, que sa somme a savoir z; (-, w) est de classe C?
sur R.
On procéderait exactement de la méme maniére pour prouver que x5 (-, w) est de classe
Clsur R.

13. Soient w un réel strictement positif et ¢ un nombre réel. Ona:

i 2 tsin(w(t - s
21(t,w) = wot,w) + Y un(t, w) = uot, w) + 3 j/o @ = 8)) (s, w)ds.
n=1

W
n=1
Notons S; = [0,t] ou S; = [t,0] selonlesignede t et b, : Sy — R
& s Mq(s)un_l(s, w)
w
Ona:

e Pour tout entier naturel » la fonction 6, est continue, donc intégrable, sur S
e La série de fonctions > &, est normalement, donc uniformément, convergente sur S; car :

n>1
Qn—l . n—1
< @ s(o,w) < LB

VYn € N*, Vs € Sy, |6n (8) w o= — 1))

n |4 n—1
done ¥n € N*, [[6n(lo0 5, < % qui est le terme général d’une série convergente.
" w*\n— ,
La somme de la série de fonctions »_ &, est continue par morceaux, car continue en tant que limite
n>1

uniforme de suite de fonctions continues, sur S, et selon le théoréme d’intégration de la somme d’une
série de fonctions uniformément convergente sur un segment, on peut intégrer terme a terme pour

obtenir :

tsinw(t — s i
21 (¢, w) = wo(t, w) + / Mg(s) Z Up-1(8, w)ds
n=1

0 w
Oou encore

tsin(w(t — s))

- q(s)z1(t, w)ds

vVt € R, 21(t, w)=uo(t,w) + /
J0

On procéderait de la méme maniére pour .
L’égalité précédente peut s’écrire :

3 ﬁ ol t
VteR, z1(t,w) = uo(t,w)-;-smuﬁ/ cos (ws) q(s) ml(s,w)ds_w
! 0

) /Ot sin (ws) q(s) z1(s, w)ds

La réponse concernant fa régularité des fonctions z1 (-, w) et zo (-, w) est donnée dans la suite.



14. Soit w € R%. On pose A = w?.

(a) En dérivant deux fois z; (-, w) avec ’expression :
si t) [t os (wt) [T,
vVt € R, z1(t,w) = up(t. w)-{-mw—)/ cos (ws) ¢(s) xl(s,w)ds—fw/ sin (ws) ¢(s) x1(s, w)ds,
w 0 w 0
on obtient, pour tout réel £,

7 (t,w) = —wsin (wt) + cos (wt)/o cos (ws) g(s) z1(s, w)ds + sin (wt)/(; sin (ws) ¢(s) z1(s, w)ds
2t (t,w) = —w?cos(wt)+ q(t) z1(t,w) — wsin (wt)/o cos (ws) q(s) z1(s, w)ds

it
+w cos (wt)/ sin (ws) ¢(s) z1(s, w)ds
0

puis :
b fom (F —
xf (t,w) = —w? cos (wt) + ¢ (t) z1(t, w) — w? / wg’su q(s) z1(s,w)ds
0
ou encore

[VteR, o (t,w) + () —q(¥)) w1 (t,w) = 0
On procéderait de la méme maniére pour zo(-, w).
Ainsi z1(-, w) et zo(-,w) sont solutions de I’équation différentielle (1) et, a ce titre, sont de
classe C?. Néanmoins, sans hypothése supplémentaire sur la fonction ¢, elles ne sont en général
pas de classe C?3 et, a fortiori, pas de classe C* sur R.

(b) 1 suffit de vérifier que les fonctions 1 (-, w) et za(-, w) précédentes sont bien les solutions de
(1) aux problémes de Cauchy de la question 4.a). Or

o0

+oo +
* 21 (0,w) = > up (0,w) =up (0,w) =1, 2 (0,w) = > ul, (0, w) = ug (0, w) =0,

n=0 n=0
(car pour tout entier naturel non nul n, uy, (0,w) et ul, (0, w) sont définis par des
intégrales jbo , donc sont nuls).

o0 +00

* Deméme: z3 (0,w) = Y vy (0,w) = vy (0, w) =0, =5 (0,w) = ) v}, (0,w) = v (0,w) = 1.

n=0 n=0

En conclusion, on a bien| Ag (A) = % (21 (m.w) + zf (7, w)) |

n=0 n=0

1 1 [+o0 {0
15. Ona: Ag(N\) = 3 (z1 (m,w) + h (7, w)) = 5 <Z Un (T, w) + > v%(w,w)) .
1

Or, 5 (uo (, w) + v} (m, w)) = cos (ﬁw) = Ag (1), donc :
+o0 +o0
Z Up (7, w) + Z v, (m, w)
n=1 n=1
donc en utilisant les résultats des questions 10. et 12.(b)) :

1 +00 C)?lﬁﬂ oo Qnﬂ'n
_ < = E
|Ag (A) —Ag (N)] < 5 (n; whn t Zl w"n!)

A3 = AoV = 5




Or

+-00
1 QTL n Qﬂ. mn Qnﬂ.n N Q,n.
2 (nz_; wnn! Z w".-ﬂ) - Z wl Oy -l
donc :

18g () — Ao (V)] < exp (Q”) -1

16. Dans cette question on suppose de plus / g=0.
(0,7]
(a) Ona:

wp (7, w) + v (7, w) :/0

"

q(8) cos(ws)ds+ /ﬂ cos(w(r — S))q(S)Sin((dws)

T sin(w(r — 5))

ds

o i
d’ol: | up(m, w) + 2 (m,w :M q(s)ds =0}
1 " A

(b) Ona:
[Aq (A) = Ag (V)]

Zunww —I—Z’U 7rw

donc, en utilisant le résultat precedent

o0
(myw) -+ Z'v; (m, )
Qﬂﬂ-
= (Z wnn! Z w”n!)

+oo +00
1 Qra™ Qra™ B Qn Qmn
2 (2 wnl! +Zz w"u!) ] ( w ) ! w

n—.

|Ag (A) = Ao (N)| =

Or

et ainsi :
185 (A) = Ao (V)] < exp (

ce qui donne

Dg(N) = Do (N) = oG)

17. Soit a > 0.
1
— Supposons a: < 5

SiaA>0etA¢ {J [(n —o)?, (n+ a)Q] ,alors VAr ¢ | [nm — o, n + o] et alors
neN neN

|cos <\/Xﬂ'>1 < |eos (am)| < 1

Dong, en utilisant le résultat de la question 15., on a

8q)1 < 1800+ exp () = 1.5 eos (am)] + oxp (%) -1

10



Comme )\hm exp <Q—> — 1 =0, il existe un réel strictement positif Ap tel que :
—+o0

VA

YA > Ao, |cos (am)| + exp <%—§> -1<1

donc | {A € [Ag,+oof | |[A;(N)|>1}C U [(n —a)?, (n+ cy)2] , | ce qui prouve le résultat.
neEN

1 . 1 i
— Supposons a > 3 alors en appliquant le cas précédent a oy = 7P exemple, on a ’existence
d’un réel strictement positif g tel que :

{re Do, ool 18, 21} € Y {(‘i)(*i)

neN

donc a fortiori :
e Dotoo 18N 21} € U [(n=a)?, (n+a)]

neN

: 1\? 1\?

puisque |J (n - —) , (n + —) c U [(n —a)?, (n+ 04)2] .
neN 4 4 neN

Ainsi les intervalles d’instabilité sont ”asymptotiquement™ centrés sur les carrés d’entiers naturels

: ils sont donc ”de plus en plus éloignés” sans pouvoir conclure quand a leur diameétre.

11
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I Fonctions harmoniques : quelques propriétés

Q 1. Pour k € N et i € [1,n], Papplication f € C¥+1(U) - a— - € CE(U) est linéaire.

Donc par composition et somme application A est hneaue de C2(U) vers C°(U)

or H(U) est le noyau de cette application linéaire ainsi I’H.(U) est un sous-espace vectoriel de C*(U,R) I”

Q 2. On suppose que f est de classe C* sur U Ainsi toutes les dérivées partielles de f est aussi de classe C?% sur U.
Soit j € [1,n]. En utilisant le théorenede Schwarz et la linéarité de la dérivation, on a :

A "9 9 [~ Of 0]
SEAE Y. 5ton; L Taa oy \ ) " am AP

9
Comme f est harmonique et par dérivation de la fonction nulle, on a : Vo € U, A < 83{ ) (z)=0.
J

Ainsi 8_f € H(U). Puis on peut procéder par récurrence ; 'initialisation étant triviale et pour 'hérédité, on
Ty

utilise ce qui précéde en remarquant que :

C)""Hf d ( akf )
our tout kK € N* et i1,...,%,41 € [1,n], on a: =z
P ! +1 € [Lin] Oty g OTiy -~ 0%y, Oy, \ Oy -~ Oy,

On a montré | toute dérivée partielle a tout ordre de f appartient & H(U) | .

Q 3. Analyse : Soit f € H(U) telle que f2 € H(U).

. o5” of . . . O 25 2 (95 gor
Pourze[[l,n]],onaa—xi_Qf-ami et ainsi B =2f- 024—2(3 1) d’ou

i

Y=o 303 ()

Alors Vz € U, Z(g; )> =0
of

Comme il s’agit de sommes de réels positifs, on a Vz € U, a1 — ()= = %(I) =0
n

donc Vz € U, Vf(z) = Ogn or U est un ouvert connexe par arcs
donc f est constante sur U,

Synthhése : On suppose que f est constante sur U alors f? également d’ol
Yz e U, Af(z)=0 et A(f*)(z)=0

Ainsi f et f? sont harmoniques sur U.

Conclusion : Si U est connexe par arcs,

‘les fonctions f de H(U) telles que f? appartienne aussi & H(U) sont les fonctions constantes]

Q 4. Comme U est un ouvert non vide de R™, ceci nous fournit a = (ay,...,an) et r > 0 tels que D(a,r) C U.
Ainsi pour tout t €)a; —7,a1 + r{ (ensemble infini), on a (t,as,...,a,) € U
ainsi |la fonction ¢ : (xy,...,2,) € Ur—> x; € R est clairement harmonique sur U sans y étre constante| .

De plus Vz € U, A (¢?) (z) =2 # 0 donc ¢? = ¢ x ¢ n’est pas harmonique sur U,

[Le produit de deux fonctions harmoniques n’est pas une fonction harmonique, en général |.
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IT Exemples de fonctions harmoniques

1.4 -

Q 5. Remarque : on a f de classe C* par produit car (x,y) — u(z) et (z,y) — v(y) le sont
On a ¥(z,y) € R?*, 0= Af(z,y) = u"(z)v(y) + u(z)v"(y).
Comme v est non identiquement nulle, ceci nous fournit ¢ € R tel que v(t) # 0.

%j(%l’ on a alors Ve € R, v/(x) + Au(z) =0

done V(z,y) € R%, 0 = Af(z,y) = —du(z)v(y) + u(z)v”(y) = (0" (y) — o(y)) ulz).
En prenant t' € R tel que u(t') # 0, on a Vy € R, 0 = v”(y) — Av(y). Ainsi

Iin posant A =

Iil existe A € R tel que u et v soient solutions respectives des équations 2’ + Xz =0 et 2/ — dz = OI ®

Q 6. Je note les équations différentielles E; : 2" 4+ Az =0 et Ey: 2" —Xz2=0,
Si A =0 Les solutions de E; (ou Ey) sont les fonctions de la forme = — Az + B avec A et B € R.
Si A > 0 Les solutions de E; sont les fonctions de la forme t — A cos (t\/X) + Bsin (t\/X) avec A et BeR.

Les solutions de Ey sont les fonctions de la forme £+ A’ ch (tﬁ) 4-B'sh (t\/X) avec A' et B' € R.

Si A < 0 Les solutions de Ey sont les fonctions de la forme £ — A cos (t\/—h)\) +Bsin (t\/—_/\) avec Aet BeR,
Les solutions de E; sont les fonctions de la forme ¢ — A’ ¢h (t\/—_)\) + B’sh (t\/—_/\) avec A’ et B € R.
Réciproquement : Soit A € R et u et v solutions non nulles respectives de E1 @ 2" + Xz =0 et Eg:
2/ =Xz =0.
Alors u et v sont de classe C? sur R et ainsi f : (z,y) = u(z)v(y) est de classe C? sur R2.
Et on a: V(z,y) € R?, Af(z,y) = u"(z)v(y) + u(z)v"(y) = Au(z)v(y) — du(z)v(y) =0
donc f est harmonique sur R2,

Conclusion : Les équations différentielles étant linéaireshomogénesd’ordre 2 leuissolutions forment un plan
vectoriel.

Une fonction f & variables séparables sur R? est harmonique non nulles si et seulement si
il existe A € R, (A,B) et (A/,B’) € R?\ {(0,0)} tels que
st A=0 alors f:(z,y)— (Az+B)(A'y+B')
si A>0 alors  f:(z,y)r— (A cos (a:ﬁ) + Bsin (:u/X') (A’ ch (y\/X) +B’sh (yx/X))
st A<0 alors f:(z,y)— (A ch (a‘\/—_)\) + Bsh (.'1: -—A)) (A’ cos (y\/—/\) + B’sin (y\/f)\))

II.B -

Q 7. Les fonctions (r,8) — r cos(6) et (r,8) — rsin(6) sont de classe C? sur R** x R par produits
donc la fonction (r,8) — (r cos(#),rsin(#)) est de classe C? sur R*T x R par composantes
de plus cette fonction est & valeurs dans Pouvert R? \ {(0,0)} oti f y est de classe C?
donc par composition @st de classe C? sur R** x R[.

Q 8. On utilise la formule de la chaine dont I’écriture abusive est :
=80l + Q0o = cos(0)3L +sin(0)3L et 35 = 223 + LY = —rsin(6)% +rcos(0) Y

ar dy Bz m B 5
Ainsi g—i(r, 0) = cos(@)%(r cos(8). rsin(8)) + sin(é?)g—;(r cos(f), r sin(6))
et %(T, 0)=—r sin(é’)g—i(r cos(8),rsin(8)) + r cos(d) g—z(r cos(8), rsin(f))
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Q 9. On continue & appliquer la formule de la chaine avec une écriture abusive en servant du calcul ci-dessus :

Q 10.

Q 11.

%-;1 = cos(4 (cos ﬂé + sin(f H‘) + sin(6) (005(0)3%% + sin(G)g—%)
puis & I'aide du théoréme de Schwarz avec f de classe C? : on a

2 2 2 2
g g(r 6) = cosz(ﬁ)%(r cos(6).rsin(f)) + sin(20) —— ) (r cos(8),rsin(8)) + sinQ(H)—gz—i(r cos(8),r sin(6))

dzdy
Puis
: . , o : 9?2 2
g—;él = —rcos(0) %E—r sin(6) %-5—1" sin(6) (~r sin(f) gz?f +r cos(@)b{%%) +r cos(f) (—r sin(@)%}m +rcos(d) g—yé)
puis & I’aide du théoréme de Schwarz avec f de classe C2, on a :
32q
062

(r,0) = —rcos(f) of rcos(0),rsin(9)) —r 5111(9) 8f (6),7sin(8))+

3z

r2 sin?(¢ )82f (r cos(8),rsin(h)) — r? sin(29)—2—(r cos(), rsin(8)) 4 r? 0052(9)82—f(r cos(#),rsin())
dx? ' dzdy ' dy? '

Soit (r,8) € R*t x R, on a a l'aide des calculs précédents :

23 9( 6) + )02 (r 0) + ?) (r,8) = r? <‘2 ];(r cos(8),rsin(8)) + (897{(1” cos(6),r sin(@)))

2 24
On suppose que pour tout (r,6) € R** x R, r %( 0) + 6;92 (r,8) +T—('r ) =0
avec ce qui précede :
*+4 : aZf . 82f :
V(r,6) € R™ xR, Af(rcos(9),rsin(6)) = 5 (r cos(f), rsin(6)) + 8—y2(7" cos(f),rsin(d)) = 0

Or pour (z,y) € R?\ {(0,0)}, en prenant r = \/z2 + 42,

onar >0 et il existe 6 € R, tel que (z,y) = (rcos(d),rsin(9))

et ainsi V(z, y)R*\ {(0,0)}, Af(z,y) =0 d’ou f € H(R?\ {(0,0)}).
La réciproque est immeédiate. Ainsi on a bien :

52 2 8g
f e H(R?\ {(0,0)}) si et seulement si, pour tout (r,0) € R** x R, rijg(r,t‘)) f)ég(r 6) + rd—(r =0

Analyse : On considére f une fonction harmoniques radiales de R? \ {(0,0)}. On note g comme ci dessus.
On peut alors trouver h fonction définie sur ]0, +oo| telle que ¥(r,8) € R*t x R, ¢(r,8) = h(r).
Comme g est de classe C% sur R** x R alors h I’est sur |0, +oo[ et

2

0 et 8—9(7“, 0) = K (r) et g g(r ) = h'(r)

*+ _
V(r,0) € R* x R, aei( r,8) = 5 52

La question précédente donne alors : V(r,6) € R*t x R, r2h"(r) + rh/(r) =0
donc h' est solution sur ]0,+oo[ de I’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 : ¢2' +2 =0 .
Une solution évidente est t — 1/t ce qui nous fournit A € R tel que A/ : 7 — A/r .
Ce qui nous fournit B € R tel que h:r — Aln(r) + B
donc g : (r,6) — Aln(r) + B puis f : (z,y) — Aln(y/z2 +y2?) + B,
Synthése : On suppose qu’il existe A et B € R tels que f : (z,y) — Aln(2? +4%) + B
alors f est de classe C? sur R?\ {(0,0)} et radiale car
la fonction g : (r,8) — f(r cos(8),rsin(8) = 2Alu(r) + B est indépendante de ¢
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92 a* 7}
et on vérifie facilement que V(r,8) € R** x R, rz—g(r, 0) + —gg(r, 9) + rﬁ

or? a
donc f € H(R?\ {(0,0)}) d’aprés Q10.
|1es fonctions harmoniques radiales de R? \ {(0,0)} sont les fonctions : (x,y) — Aln(z? + y?) + B avec A,B€ R

(r,8) =0

2A1 +B=
Q 12. En me servant de la question précédente, on cherche A et B € R tels que n(r1) “

2Aln(ry) +B =10
b—a B In(re)a — In(ry)b

2(In(ra) —I()) 0 In(ry) —In(r)
Alors d’aprés Q11, en prenant

conviennent .

On remarque que A =

feCc*(®R*\ {(0,0)},R)
Af=0

f(Tay) =a si ||(‘Tay)” =T
f(z,y) =0 si [[(z,y)] =r

(b—a)In(z? + y?) + 2In(r2)a — 2In(r; )b
2 (In(7ry) — In(r))

fi(zy)— sur R?\ {(0,0)}, on a

II.C -

Q 13. On suppose que f n’est pas identiquement nulle. Ceci nous fournit ro = ||(zg + yo)|| tel que u(ro) # 0.
Soit € R On a u(rg)u(d + 2m) = f(r cos(f + 2m), rsin(f + 27)) = f(rcos(8),rsin(4)) = u(ro)v(d)
d’ott v(8 + 2m) = v().
&insi | si f n'est pas identiquement nulle, alors v est 27r-périodique].s

Q 14. On suppose que f est harmonique et non identiquement nulle sur R? \ {(0,0)}

7

On note g comme en IL.B. Alors g est de classe C? sur R*T x R et

2 2
V(r,0) € R*t x R, %(r, ) = u(r)v”(8) et g—i('r’., 6) = /' (r)v(d) et %(r, 0) = u’(r)v(8)

En utilisant Q10 : on a ¥(r,8) € R*" x R, r*u”(r)u(8) + u(r)v" () + ru'(r)v(8) =0
o (0o)

Comme f est non identiquement nulle, il existe 6y € R tel que v(6p) # 0. En prenant A = W, alors
(Yo

u est solution de I'équation différentielle (I1.1) : r22"(r) + 72/(r) — Az(r) = 0 |,

On choisit ry > 0 tel que u(rg) # 0, on a alors

rgu (ro) + rot' (ro)
u(ro)

Vo € R, V() + v(8) =0

rgw(ro) + row'(ro) _ A
u(rg) .

.Ainsi I v est solution de l’équation différentielle (I1.2) : 2”(4) + Az(8) = 0 |

comme % est solution de I'équation différentielle (I1.1), on a :

II.C.1) On suppose ici que A = 0.
Q 15. Les solutions de (I1.2) sont les fonctions affines.
|Les solutions 2m-périodiques de (I1.2) sont les fonctions constantesl
Q 16. En faisant comme en QI11. :
|Les solutions de (IL.1) sur R** sont les fonctions de la forme r — Aln(r) + B|

Q 17. D’aprés Q15. dans le cas ou A = 0, les fonctions harmoniques & variables polaires séparables sont radiales.
Il est clair que toutes fonctions radiale sur R*+ x R est & variables polaires séparable. Alors d’aprés Q11.,

|1es fonctions harmoniques & variables polaires séparables sont les fonctions : (x,y) — Aln(z? + 42) + B avec A,B € RJ
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I1.C.2) On suppose désormais A # 0.
Q 18. Analyse : Soit A € R« tel qu’il existe v solution non nulles 2m-périodiques de (I11.2) : 2”(0) + Az(f) =0 -
Par ’absurde si A < 0, comme en Q6 on peut écrire v : § — AV 4 Be—fVX avecLA, }36 K.
Si A#£0,alors lim |v(d)| = +o0 -
f—+o0
SiA=0,alors B#0et lim [v(f)] =400,
f——oc
Or v(R) = v ([0, 27]) car v est 2m-périodique et d’aprés le théoreme des bornes atteintes v est bornée sur
le segment [0, 27] car v y est continue,
d'ou v est bornée sur R ce qui est en contradiction avec les limites
d’'ou A >0,
€omme en Q6 on peut écrire v : 0 - A cos (Gx/X) + Bsin (0\/X) avec A,BeR

ainsi v’ 1 § — —Asin (0\5) + Bcos (9&)
Acos (21X = A

or on a v(0) = v(27) et v'(0) = v'(27) donc
) (2m) ) (@m) Beos (2mv/X) =B

d’on cos (271'\/X)) =1 car (A,B) # (0,0)
ce qui nous fournit k € Z tel que 2mv/ A = k27
donc A = k% et k € N*,
Synthése : Soit k € N*. Prenons A = k2. Alors A\ > 0 et VA=k.
Les solution de (II.2) sont les fonctions 6 ~—» A cos (kf) + Bsin (k) avec A,B € R,
Elles sont toutes 27 /k périodiques donc 2w périodiques.
En prenant (A,B) = (1,0), on a une solution non nulle.

Conclusion :

‘Pour que (I1.2) admette des solutions 2r-périodiques non nulles , il faut et il suffit qu’il existe k& € N* tel que A = k? |

Dans ce cas,
|les solutions non nulles 2r-périodiques de (I1.2) sont les § — A cos (k) + Bsin (k) avec (A, B) € R?\ {(0%

Q 19. Soit z de classe C? sur R** On pose Z : t — 2 (eL).
Alors par composition Z est de classe C2 sur R et on a Vr > 0, z(r) = Z (In(r)).
Réciproquement si Z est de classe €2 sur R alors z : r — Z (In(r)) est de classe C? sur R**.
Z'(1 2" (lx — 7' (ln
Pour r >0, on a z(r) = Z (In(r)) et 2'(r) = (+(T)) = (n(r))rg (in(r)) .
Ainsi 722" (r) +r2'(r) — Az(r) = Z" (In(r)) — MZ (In(r)).
Comme In est bijective de RT* vers R.

z est solution de (IL.1) si et seulement si Vt € R, Z"(t) — AZ(t) =0 .
On a déja vu cette équation en w : w" — dw = 0 (IL.1b).

et aussi 2" (r)

Gréce & la remarque sur la classe C2, en début de question, on a une bijection ( qui & z associe Z)entre les
ensembles des solutions de (II.1) et de (IL.1b),

Si A > 0, les solutions de (II.1), sont les fonctions r — A exp (ln('r)x/X) + Bexp (— 111(7")\/X> avec (A.B) € R?

Si A <0, les solutions de (IL.1), sont les fonctions r — A cos (In(r)y/=X) + Bsin (— In(r)v/—X) avec (A,B) € R?

Q 20. Analyse : On suppose que f est harmonique & variables polaires séparables non identiquement nulles qui se
p
prolongeant par continuité en 0. Alors d’apreés les questions précédentes,
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on peut trouver k € N*, (A,B) € R?\ {(0,0)} et (A’,B’) € R2\ {(0,0)} tels que

V(r,6) € R** x R, f(rcos(d),rsin(@)) = (A’exp (In(r)k) + B'exp (— n(r)k)) x (A cos (k) + Bsin (k8)) .

Jenote v : § — A cos (k6)+Bsin (k) donc V(r,8) € R*" xR, f(rcos(d),rsin(8)) = (A'r’C + B"r_k) v(8) .
Il existe o € R tel que v(a) #0.

Comme il existe £ € R, tel que  lim  f(z,y) = £ alors lim f(r cos(f), rsin(8)) = £
(z.4)-(0,0) r—0

donc 7 — A’r* + B/r—* admet une limite finie en 0 donc B’ =0 .
Synthése On suppose qu’il existe k£ € N*, A et B dans R tel que

V(r,0) € R*" x R, f(rcos(8),rsin(8)) = r* (A cos (k@) + Bsin (k§))

Remarque : j’ai rajouté la fonction nulle ,

Alors f est bien définie sur R? \ {(0,0)} a variables polaires séparables de plus f est alors de classe C?
d’aprés 'énonce (I1.C) car u : 7+ ¥ est C? sur RT™ et v : @ — A cos (kf) + Bsin (k) est 2m-périodique
et C?sur R .

On définit g comme en II.B. Pour tout (r,6) € R* x R :

9? o2 2
PP 55 0) = k(k—1)g(r,6) et r2(r,6) = hg(r,0) et z5(r0) = —k?g(r,0)
2 52 2
donc 7"2%(7", ) + ZT‘E(T, 6) -+ r%(r, 6) = 0 d’ou1 f est harmonique sur R? \ {(0,0)} d’aprés Q10.

De plus V(r,8) € R*t x R, |f(rcos(), rsin(6))| < (JA| + |B|) ¥
done ¥(z,y) € R?, |f(z,9)] < (1Al + BJ) (= +4*)"/?

2, 2k/2
or (z° + ——— 0donc f(z,y) ————= 0 .
@+ oot fly)s—=—rs

Ainsi f se prolonge par continuité en 0 .

Les fonctions harmoniques sur R? \ {(0,0)} & variables polaires séparables qui se prolongent par continuité
en (0,0) sont les fonctions f vérifiant

V(r,8) € R** x R, f(rcos(f),rsin(d)) = r* (A cos (k6) + Bsin (kb))

avec (A,B) € R? et k € N*

IIT Principe du maximum faible

IIr.A -

Q 21. Comme U est bornée, ceci nous fournit R > 0 tel que U C m
donc comme m)- est fermé alors U ¢ D(0,R)
donc T est borné et c’est un fermé de R™ qui est un espace de dimension finie
d’ou U est un compact non vide de R™ or f y est continue,

Ainsi |_f admet un maximum en un point zg € U].

Q 22. Par 'absurde on suppose que zg & U d’ott 2o € U \ 8U
or 9U = U\ U ot1 U est l'intérieur de U et U = U car U est un ouvert
d’ott zg € U ce qui nous fournit r > 0 tel que D(zg,r) C U.
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82f
On a donc: 0 < Af( mo)—z

92
Ce qui nous fournit ¢ € [1,n] tel que % 'g( 0) >0«
: i . af
Comme f qui est de classe C! sur U et y admet un maximum en zg, on a V f(zo) = 0 donc 8_x~(mo) =0.
i3
Je note @t — f(zo+ te;), ou (e1,...,en) désigne la base canonique de R™
e, 9%
alm& Q st de classe C% sur | —r,r[ par composition et on a ¢'(0) = %(zo) =0et ¢"(0) = 81'{-: (zg) > 0.
1 £L3

QDUL|
zﬁn ;.-Q_Ta) lor-Young, on a (t) = g,(U) + —J—ltz + (t?)
’ ) , 1 O) . ,,(0}
ceci nous fournit o €]0,r|, tel que Vt E] —a,al, ¢(t) —0) — %tg > 222

donc Vt €] — a, a[\{0}, () > »(0) + ('9—”5(0—)152 > £(0) .
Absurde cas ¢ admet un maximum en 0 car f admet un maximum en xp -

Comme U C U donc f(zg) = sup f(y) = sup f(y) d'on
y€U yeou

Ve e U, f(x) <sup f(y) = sup f(y)
yel yedU

A Tl'aide de ce qui est fait ci-dessus on a : YV € U, f(z) # sup f(y) car U=T\ 9U.
yedU

On en déduit que |Vz € U, f(z) < sup f(y)].
yeol

III.B -

n
Q 23. La fonction ¥ : z = (z1,...,2,) — |Jz||> = fo est de classe C* sur R?
1=1
donc 7 est continue sur U et de classe C? sur U -
De plus Yz € R", Ay(z) = 2n > 0 Par somme et par linéarité de A, on a :

ge est continue sur U, de classe C? sur U, et telle que Vx € U, Age(z) >0

Q 24. Soit z € U. Soit € > 0. On utilise Q22 avec la fonction g, donc g.(z) < sup g:(y) (1).
yedU

Comme U est bornée, il existe R > 0, tel que Vy € U, 0 < ||y|| < R donc

Vy €T, ge(y) = f(y) + llyl’e < f(y) + R% < sup f(z) + R%

ainsi (1) devient :

f(z) < sup f(z) + (R* — ||z[?) e < sup f(y) +R%

z€8U yedlu

En passant & la limite quand e tend vers 0 : on a|Vz € U, f(z) < sup f(v)
yedU

Q 25. On suppose que fi et fo sont égales sur AU alors f = fi — fa, les hypothéses de Q24 et Vy € U, f(y) =0
donc Vx € U, fi(z) — fo(z) = f(z) < 0= sup f(y)
y€dU

En faisant de méme avec fa — fi,on a Vo € U, fi(z) — fo(z) = 0 dou Vz € U, fi(z) = fa(x)-
‘Si les fonctions f1 et fo sont égales sur AU, alors fi et f sont égales sur U | :
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IV Fonctions harmoniques et fonctions développables en série entiére

IV.A -
Q 26. On a pour tout z € D(0,R), la convergence de la série z anz"

n=0
donc la série entiére Z an 2™ a un rayon de convergence supérieur ou égale A R .
nz0

+o0
Ainsi la fonction z — Z anz" est continue sur {z € C ||z <R}

n=0
or la fonction (z,y) +— z + iy est continue sur R? car linéaire en dimension finie .
On a montré que, par composition,

si une fonction se développe en série entiere sur D(0,R) o R > 0 alors elle y est continue (1).
D’aprés le cours la série entiére Z nanz"t a également un rayon > R
n=0
donc pour tout r €0, R[, la série entiére Z nanz" "' converge normalement sur D(0,r) (2)-
nz=l

Soit y €] — R,R[ . Je note wp :  — an(z +iy)" définie sur I, =] — /R — 42, VR — 32
de sorte que Iy x {y} C D(0,r) »

(i) Pour tout n € N, la fonction uy, est de classe C! sur 1.
De plus, u}, : £+ nag(z +iy)™! pour n > 0 et u est la fonction nulle.
(ii) la série ZU" converge simplement sur I, d’aprés I'énoncé
n20
(iii) Soit p €]0,4/R? —y2].
On aVz € [-p,p], |z +iy| = /22 + 42 < /p2 + 42 <R. Je note r = 1/p? + y2
Pour n € N*, on a: Vz € [—p, 0], |u,(z)] = |nan(z +iy)* Y| < nlan|r™ et r € [0, R].

Ainsi d’apres (2), la série E uy, converge normalement sur [—p, pl.
nz0

donc la série E ul, converge uniformément sur tout segment de I,
nz0

+oo
Par théoreme avec (i), (ii) et (iii), on a z + f(z,y) = Zun(x) est de classe C! sur I«
n=0

) +oo
Comme D(0,R) = U (I, x {2}) la fonction 8—f (zyy) — Znan(:c +iy)™~! est définie sur D(0,R)
T

ak.

z€]-R.R| n=1 E’
- ! Y
comme la série entiére E napz" ! a un rayon ola, Carn. Ve 6&4:;& rw P e AL QM. O € g
nzl

3,
Alors —i—c est continue sur D(0,R) d’aprés (1)

0
3f ~+00
et de méme 2y (m,y) — Znani(x 4 iy)™! est continue sur D(0, R)
n=1

donc | [ est de classe C! sur D(0,R) I et Ises dérivées partielles se développent en série entiére sur D(0, R) | .

Ainsi |1a fonction f est de classe C*° sur D(0, R) | par récurrence immeédiate,
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Q 27. On travaille dans C plan vectoriel sur le corps R.
Soit (z,y) € D(0,R). En appliquant les calculs de la question précédentes :

82f = s Ane-1 82f = s =1
W(x, y) = Z n(n — Dag(x +1iy)" " et W(r, y) = — Z n(n — Van(z + iy)
n=2 ' n=2
2 2
donc %(m, y) + gTJ;(x, y) = 0,En prenant parties réelles, et imaginaire, on a :
0%u O%u v 8%
Au(z) = W(x,y) + E)—yi(xy) =0 et Av(z)= a—mz-(x,y) + 8—y2(x,y) =0

d’ou |u et v sont harmoniques sur D(0, R) | .

IV.B -

Q 28. On suppose f ne s’annule pas sur D(0, R). Comme f est de classe C! sur D(0,R),
alors 1/ f est de classe C' sur D(0,R) & valeurs dans C. (1)
f se développe en série entiere sur D(0, R)

donc V(z,y) € D(G,R), g—i(x,y) = ig—i(m,y) d’aprés la propriété admise ,
af af

——(a,1 _ =

B 2D 7y V) o Q) 7 (z:y)
dy f(z.y) gz fAz,y)
ainsi V(z,y) € D(0,R), a(é—z/ljc)(x,y) = i%(m,y) (2).
En utilisant la réciproque de la propriété admise : ll /f se développe en série entiére sur D(0, R)J 2
Q 29. Soit (z,y) € D(0,R).

On a: g—;j(a:,y) = i%(m, y) selon la propriété admise.

9 O 0
En prenant partie réelle et imaginaire on a : 8—Z(m y) = —S—Z(m, y) et 8—:—(32, y) = Bﬂ(x y)
De plus en utilisant la dérivation de produits, on a :

du v du dv
- = Az, W) +25-(@9) 5 27 (3,9) 5 (=,
(w)(z,) = (v(z, y) Au(z, y)) + (ulz, y) Aoz, ¥)) + 252 (2.4) 7 (2,0) + 25 (= v) 5 (z,y)

donc comme u et v sont harmoniques sur D(0,R) et avec les formules ci-dessus :

du v oL du

= — . _ 2_ ; _ E(=—y =
A(wv) (@) = 0+0+ 252 (5,1) 5o (,9) — 252 (3, 9) 5= (@,9) = 0

Ainsi |uv est harmonique sur D(0,R) | 3
Iv.C -

Q 30. Comme g est harmonique sur D(0, R) alors g y est de classe C2.
Donc h est de classe C* sur D(0,R) (1) .
Soit (z,y) € D(0,R).

oh 9%g .0%g oh d%g . %g
On a B_y(x’y) = m(%y) _lé)_yQ(x’y) et %(m,y) o W(x’y) - 1%(%?4)

donc selon le théoréme de Schwarz car g est de classe C? et comme g est harmonique : on a

.Oh . 0%g g 0%g 0%g oh
— X = ] —_— = —(Z. 2
igg @) =igau) + g o-(@y) = —igs@y + 55 @y =5-(=y) @)

En utilisant la propriété admise, (1) et (2) donne : |h se développe en série entiére sur D(0,R) I :
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Q 31. On suppose que g appartient & H(D(0,R)).
On définit la fonction A comme en Q30. et ainsi h se développe en série entiére sur D(O R) -

On peut donc trouver une suite complexe (by) telle que V(z,y) € D(0,R), A(x,v) Zb z +iy)"

n+1

Alinsi la série entiére E bnz" a unrayon > R donc il en est de méme pour la série entiére ¢(0,0)+ E
120 'n,/O
“+oo

Ainsi la fonction H : (z,y) > ¢(0,0) + Z

+1

(x 4 iy)™*! est définie sur D(0, R)

donc d’aprés Q26., H est de classe C! sur D(O R) et

Ol +2¢ ol +00
o ¢ (@) H,;,b (2 +1y)" = h(zy) ot Z-:(zy) *—>nz:%bn1(w+1y) = ih(z, y)
.. ORe(H) _ 0Oy ORe(H) B _dg
Ainsi 5 (z,y) — Re(h)(z,y) = %(x,y) et oy (z,y) — —Im(h)(z,y) = By (z,y)

donc la fonctions g — Re(H) est de classe C* sur D(0,R) de différentielle nulle .
fr D(0,R) est connexe par arcs donc g — Re(H) est y est constante or g — Re(H) est nulle en (0, 0)
donc ¢ = Re(H) sur D(0,R) et H y est développable en série entiére.

Iil existe bien une fonction H se développant en série entiére sur D(0, R), telle que g est la partie réelle de H‘ .
IV.D -
Q 32. Comme f est développable en sélie entiére sur D(0,R), ceci nous fournit une suite complexe (a,,) telle que

¥(z,y) € D(O,R), f(z,y) = Zanw—Hy

Soit r € [0, R[. Pour n € N, on 110te U : t — an(rcos(t) +isin(t))” = aprmel™
(i) Pour chaque n € N, u, est continue sur [0, 27]

(ii) Comme la série entiére E anz" converge normalement sur tout compact de D(0,R), on peut montrer
n20
comme en Q26., que E 1y, converge uniformément sur [0, 27
nz=0

21 +00 1T o
Ainsi par théoréme on peut intervertir série et intégrale : / Zun(t)dt = Z /
0 =0
@r vt € [0, 27 Zun f(rcos(t), rsin(t))

2m 2r
et pour n € N, on a / un (£)dt = anr“/ o™t dt
0 0
2ar
si n = 0, alors / un (t)dt = 2may
0

2r ineyt=2m
et sinon / un(t)dt = [e_] =——=0
0 m |, ni

2m
donc f(rcos(t), rsin(t)) dt = 2mag or £(0) = ayg .
0

2w
Ainm pour tout r € [0 R[,ona f(0) = 217r f(rcos(t),rsin(t)) dt
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1 [ :
Q 33. |Soit g une fonction harmonique sur D(0,R) et r € [0,R[. On a g(0,0) = %/ g(r cos(t), rsin(t)) dt
0

on peut écrire g = Re(H) ou H est développable en série entiere
1 [ .

alors d’aprés la question précédente, on a H(0) = oA / H(r cos(t), rsin(t)) dt
TJo

On peut alors conclure en prenant la partie réelle de cette égalité.

1 27

Q 34. Soit r € [0,R[, on a f(0) = o f(rcos(t),rsin(t)) dt d’aprés Q32.
0

La fonction t — f(rcos(t), rsin(t)) est continue sur le segment [0, 27] donc bornée selon le théoréme des
bornes atteintes

En utilisant Iinégalité de la moyenne (inégalité triangulaire continue), on a :

T 2m
|F(0)] < % /02 |f(r cos(t), rsin(t))| dt < %/0 igﬂg |f (r cos(t),rsin(t))| dt

donc |Vr € [0,R], |f(0)] < sup|f(rcos(t),sin(t))]
teR

Q 35. On utilise Q33. et on fait comme en Q34. pour obtenir :

Soit g une fonction harmonique sur D(0,R) et ~ € [0, R[. On a |g(0,0)| < sup |g(r cos(t), r sin(t))]
teR

Q 36. On suppose que |f| admet un maximum en 0.

Si f(0,0) =0 alors f est identiquement nulle et donc constante sur D(0,R)

Si f(0,0) =1 alors VY(z,y) € D(O,R), |f(z,y)| < 1.
Je note u et v respectivement les parties réelle et imaginaire de f.
Ainsi u(0,0) =1 et v(0,0) =0.
De plus V(z,y) € D(0,R), |u(z,y)| < |f(z,y)| <1 dou V(z,y) € D(O,R), u(z,y) <1,
D’aprés Q27., u et v sont harmoniques sugD(0, R)

1 2m

donc selon Q33., pour r € [0,R[, ona u(0) =1 = i
T Jo

u(r cos(t), rsin(¢)) d¢ donc

2
/ (1 — u(r cos(t), rsin(t))) dt = 0 et la fonction ¢t — 1 — u(r cos(t), r sin(t)) est continue et positive sur [0, 2]
0

d’on Vr € [0,R[,Vt € [0, 27, u(rcos(t),rsin(t)) =1.
€omme D(0,R) = {(r cos(t),rsin(t)) |r € [0,R[ ,t € [0,27]},
alors V(z,y) € D(O,R), u(z,y) =1 et ju(z,y) +iv(z,y)| <1
donc ¥(z,y) € D(O,R), v(z,y) =0 et ainsi ¥(z,y) € D(O,R), f(z,y)=1.
3 . = 1

Si f(0,0)e]Ri\{?,l} alors je notef—f(o,o)f. ] N
De sorte que f est développable en série entiére sur D(0,R), (0,0} =1 et |f| admet un maximum en 0 .
En utilisant le cas précédent, on a : V(z,y) € D(0,R), Flz,y) =1
et donc V(z,y) € D(0,R), f(z,v) = f(0,0).

On a montré que [si |f| admet un maximum en 0, alors f est constante sur D(0, R) | :

Q 37. Par I’absurde, on suppose que P est un polyndme complexe non constant sans racine dans C.

n
Donc deg P > 0 et on peut écrire P = ZaiXi oun € N* a, € C"et ag,...ap_1 €C
=0
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'H—‘I‘

Pour z #£ 0, on a |P(2)| = |an| - | (

) donc lim [P(z)] =400

|z| =400
Ceci nous fournit p > 0 tel que Vz € C, |z| p = |P 2)| = |P(0)].
La fonction z — |P(2)| est continue sur le compact D(0, o).

Ce qui nous fournit 2 € D(0, p) tel que Vz € D(0, p), |P(2)| > |P(z0)|.
Ainsi [P(0)| = |P(29)| et donc Vz € C, |z] 2 p = |P(2)| = [P(20)|.
Ainsi z — |P( )| admet un minimum sur C atteint en zg -

Je pose Q = P(X + z) alors Q est un polynéme non constant qui ne s’annule pas sur C et z — |Q(2)| admet
un minimum sur C atteint en 0 )

donc la fonction (z,y) > Q(z + iy) est une fonction non constante qui ne s'annule pas sur C telle que
(z,y) — |Q(z + iy)| admet un minimum en (0,0),

Prenons (z1,y1) € R? tel que Q(z1 + i) # Q(0).

Je note alors R = ||(z1, y1)|| + 1, de sorte que (x,y) — Q(z + iy) est une fonction non constante sur D(0, R)
et (z,y) — |Q(z +1y)| y admet un minimum en (0,0).

'B)a plus (z,y) — Q(z + iy) est développable en série entiére sur D(0,R) car Q est un polynome .

Selon Q28., comme @ n’a pas de racine :

la fonction f : (z,y) — est développable en série entiére sur D(0,R).

1
Q(z +iy)

De plus |f| admet un maximum en 0, donc f est constante sur D(0, R)

d’ou Q(z1 +iy1) = f(mil ) = f(Ol ) = Q(0) Absurde

d’ou ‘ le théoréme de D’Alembert-Gauss : tout polyndome complexe non constant admet au moins une racinel

V Résolution du probléme de Dirichlet dans le disque unité de R?

it 26it — (it — =
Q 38. Soit |z] < 1. Ona,ei . -.(O )Z

2 .
g (‘.‘{ —1+m0r|ze 1t|<1

. o't -
donc par somme géométrique : g =—-14+ 22 kg kit

Ainsi [on a le développement en série entiére pour |z| < 1,

=1+ Z2e*’“t .

1 [ el + 2
Soit |z| < 1, je pose F(z) = . / h.(t);;— di
™ i — 2
ity o

ce qui est possible car ¢ —> h(t)——— est continue sur [0, 27]
4

ot —
La fonction h est bornée sur le segment [0, 27] car h y est continue.
Ce qui nous fournit M > 0 tel que V¢ € [0,2n], [h(t)| <M.

Je pose ug = h et pour n = 1, uy, 1 £ — 20" ME"A(t)

(i) Pour tout n € N, u,, est continue sur [0, 2]
(ii) On a Vvt € [0,27], luo(t)] < M et

Vn € N*, Vt € [0,27], |un(t)| < 2M|2|"

or la série M + Z 2M]z|" converge

nzl
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Q 39.

Q 40.

Q 41.

Q 42.

donc la série de fonctions Zun converge normalement donc uniformément sur [0, 27] .
nz0

et + 2

ot —z

La somme de cette série de fonctions sur [0, 2] est ¢ — h(t)

Avec (i) et (ii), par théoréme de cours, on a

2rF(z) = /27r (1) elt +i dt = /27r fun(t)dt = Z/ t)dt = /21;'L(t)dt + +Zx (/0% e_”ith(t)dt> =l
n=0 n=1

0

Ainsi F est la somme d’une série entiére de rayon > 1.
donc la fonction (x,y) — F(z + iy) est développable en série entiére sur D(0,1) .
Org= Re(F) donc d’aprés Q27,

(z,y) — g(z + iy) est une fonction harmonique sur D(0,1) | .

Soit |z| < 1.
On applique le calcul précédent avec la fonction h constante égale & 1 qui est bien continue 27-périodique :
2 1! 4z 2 1o 2 .
/ dt = / 1dt+ ) / e ™Mdt ) 2" =2r
o et—z 0 0
n=1
27 ku‘ t=27 1 -1

car pour k € Z*, on a / eFitdr = [ } — =0,

0 ki ki

1 27
En en prenant la partie réelle : 7 P(t,z) dt = 1],
T Jo

Soit |z] < 1.
La fonction ¢t — h(t)P(t, z) est continue et 27-périodique sur R,

a+27‘r
La fonction ¢ : oo — / h(t)P(t, z) dt est alors de classe C! sur R par le théoréme fondamental de I’analyse
de dérivée :

P ar— h(a+ 2m)P(a+ 2w, z) — h(a)P(a,z) =0
1 2T
donc 1 est constante sur R d’ou 9(0) = ¢(¢) ainsi | g(z) = 2—/ h(t)P(t, z) dt
s
®
Soit 7 € [0,1[ et t et € R. En notant z = re' on a bien |z| < L.
, it .0 Re ((eit & reif)(e=it — pe—10

On a P(t,re?) = Re stre ) _ (( : A : , )

eit __ paif (elt e T-ez9) (e—1t _ Te—zﬁ)
On a (et + retd) (e~ — Te_ie) —1—72 4 refeit —peWelt =1 24 2iTm (Tewc_“)
donc Re ((et + reff)(e 1 — re“m)) =1-—7r2
et (e —re®?) (e7 —re™®) =1 + 12 —r (exp(i(6 - t)) + exp(i(t — 6))) = 1 +r* — 2r cos(t — 6).

; 1—r2
On a bi t,re) =
n & bien | P(t, re”) 1 —2rcos(t —6) +r?

On peut faiae plus simple par majoration en utilisant la question Q41.

Soit § €]0, 7.
Je note pour |z| < 1, F, : t —> P(t, z) définie sur [d; 2m — ).

(i) Pour tout z € C tel que |z| < 1, la fonction F, est continue sur [4, 27 — 4] .
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(ii) Soit z € C tel que |z| < 1 et Re(z) > 0.
On se place sur {Z € C |Re(Z) >0 et |Z| < 1} qui est un voisinage de 1 relatif a {Z € C ||Z| < 1}
On note z = rel our <0et § €] —m/2,7/2[.
Re(z)
||
Pour t € [6,27 — 6], on a 1 — 2rcos(t — 0) +r2 — 2 — 2¢os(8) donc P(t,2) = W —0
dong la famille de fonctions (Fz)z“converge simplemerltqsur [6, 2 — 8] vers la fonction ¢ — 0 quand z tend
vers 1.

Quandz—>1,ona0:arccos< )—)Oetl—’rz——>0.

(iii) la fonction ¢ —— 0 est continue sur [§, 27 — d]
(iv) Jenote Vs ={Z € C |Re(Z) > cos(d/2) et |Z| < 1} quiestun voisinage de 1 relatifa {Z € C||Z] <1}
Soit z € V. Soit ¢ € [4, 2m — §].

1—|z* |, )
|_“___|_z_l-li d’aprés le calcul fait en QQ.43.
et — 2

On a F,(t) = P(t,re?) =
1 -z

donc |F,(t)] = o ]2 or0<1—|z2< let |eit — z| > Re (—e't + 2) > cos(§/2) — cos(6) >0
e —z

d’oti 'hypothése de domination :

1

Vz € Vs, YVt € [6,2m — 6], |F.(t)] <
‘ i 16,2m = 4], [F () (cos(8/2) — cos(d))?

1 . : -
et t — est continue et intégrable sur le segment [§, 2m — 4]

(cos(8/2) — cos(6))?

Conclusion :  Avec (i), (ii), (ii} et (iv), U'extension du théoréme de convergence dominée s’applique

27 —§
/ P(t,z)dt — 0
5 z—1

Soit maintenant ¢ € R, on a par changement de variable de classe C! : u =t — ¢, du = dt :

o+2m—§ 27 —§ 2r—4&
/ P(t,z) dt = / Plu+,z2) du/ P(t,ze” *¥) dt
w+o ) )

Quand z — el¥, on a ze~ ¥ —» 1,

+5 z—velw

p+2m~3
donc en utilisant la limite précédente par composition : / P(t,z) dt ——— 0
@

Q 43. Soit £ > 0. On considére § > 0.
Soit p € R et z € C tel que |2| < 1.
27 w+2m—48
On a selon Q39., 27 = P(t,z) = / P(t,z) dt en faisant comme en 40.
0 -5
w27 —48 B
d’ou 2wh(p) = / P(t, z)h(g) dt.
-5
¢ p+2r—4
Ainsi 27|g(z) — h(p)| = / (h(®)P(t, z) — h(@)P(t, 2)) dt‘ d’apres Q40.
toR ¢ Qa ~6

" eﬁaﬁh an de Chasles et l'inégalité triangulaire et comme P(t,2) > 0 pour t € R, on a

o+2m—5

p+d
2rlg(2) — )] < [ O =h@IPER [P ke~ )l at
@ w—

Page 14/16



Centrale MP Un corrigé de Mathématiques 2 2018

Q 44.

La fonction h est continue sur R et 2r-périodique donc elle est uniformément continue sur le segment [0, 47]
selon le théoréme de Heine. ce qui nous fournit d €0, 7/2] tel que

vt € [0,4n), |t — '] <& = |h(t) — h(t)| < %

Ainsi ce § que nous choisissons ne dépend que de ¢, on a en plagant ¢ et t’ dans le bon intervalle [2k, (2k+4)] :

Vit €R, Jt—t] <8 => |h(t) — h(t')| < %
on a donc Vt G [p — 6,¢ + 8], |h(t) h(p)| < ;r
et ainsi
o+0 c w0
0< P(t, 2) |h(t) — h(p)|dt < —/ P(t, z)dt
p—0 2m =06

p+d w—0+2m
or 0 < / P(t, z)dt < / P(t, 2)dt < 2m d’aprés Q39.
w—46 ©w—06
et donc en choisissant ce §, on a : pour tout nombre réel ¢ et tout nombre complexe z vérifiant 2| < 1, on a
bien
wd
o< [P ) - Mol < e
p—d
Soit ¢ € R et z € C vérifiant |z] < 1.
On a déja vu que h est borné sur [0, 27] or comme k est périodique h([0, 27]) = h(R) donc h est bornée sur R,
Ainsi pour tout t € R, |h(t) — h(p)| < 2sup |h(t)]
teR

p+27—0 p+2m—6
et donc / |h(t) = h(p)| P(t, z)dt < 2sup [h(t)|/ P(t,z) de.
» @

+0 tex +6
Ainsi pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout nombre réel ¢
sulg [h ()] ot2m—0
et tout nombre complexe z vérifiant |z] < 1, ||g(2) — h(¥)| < ti—/ Plt,zydt + ¢
@ -8

On va établir Pexistence et 'unicité.

Unicité Soit f1 et fy deux solutions du probléme de Dirichlet.
Je note U = D(0,1) ainsi 8U = {(z,y) € R? |||(z,y)[ =1}.
Les fonctions f1 et fa sont continues sur U, de classe C2 et harmonique sur U et égales sur dU car
vt € R, fi(cos(t),sin(t)) = h(t) = fa(cos(t),sin(t)).
Ainsi Q25. s’applique et on a f; f» égale sur U donc sur D(0, 1),

Existence : Je considere f définie sur D(0, 1) par :
pour (z,7) € D(0,1) , f(z,y) = g(z +iy) et pour t € R, f(cos(t),sin(t)) = h(t).
Selon Q38. f est C? et harmonique sur D(0, 1), il reste & établir la continuité de f en tout point de dD(0,1).
Soit a € dD(0,1). On peut écrire a = (cos(y),sin(p)) avec ¢ € R .
Soit € > 0.
Je prends § > 0 comme & la question précédente.
On a quand (z,y) — a avec ||(z,v)]] < 1, z +iy — ¥

. Ol e s
done |f(z,y) — £(0)] = lg(z +3y) — hlg)| < L[S0 P(t,2) dt +e.

)
SOl e s .
f P(t, z) dt — 0 d’aprés Q42.

r [ 48
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ce qui nous fournit V; un voisinage de a, tel que V(z,y) € V1 N D(0,1), |f(z,y) — f(a)| < 2¢

de plus 'application définie sur D(a, 1) NdD(0,1) : (cos(t),sin(t)) ++ t est continue en utilisant soit arccos
soit arcsin ,

Ainsi la fonction f est continue en a sur 8D(0, 1) par composition avec h .

ce qui bous fournit Vy un voisinage de a relatif D(0,1) tel que ¥(z,y) € Va, |f(z,v) — f(a)| < 2¢
d’on V(z,y) € Vo U (ViND(0,1)), |f(z,y) — fla)| < 2,

Gomune VU (Vi ND(0,1)) est un voisinage de a relatif & W,l))

On a bien la continuité voulue en a ce qui termine ce probléme,
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Eléments de correction
Partie I : Une interprétation du jacobien

Soit (4,b) € M, (R) x R™. On définit I’application f sur R™ par
VzeR", f(z)=Ax+b
Avec des notations explicites, on a

Vi€ [L,n], Yz € R, fi(z) =) ai;z; +b;
j=1

Les fonctions fi, ..., f» sont des polyndmes, donc notamment de classe C?' sur R™. Par conséquent
f est de classe C* sur R™ et
vV (i, 7) € [1,n]?, vz € RY, a—{’ (z) = as,
i

ou encore

[vz e R, J; () = 4]

Dans cette question, g désigne une fonction de classe C! de R sur R.
On fixe un élément a de R™ et I’on note a = (ay, ag, . . ., a,) et on définit la fonction ¢ de R dans
R par
Vt € R, p(t) = g (ta) = g (tar, tag, ... tan)
En notant ¢ la fonction de R dans R™ définie par
VEER, Y (t) = (¥, (8),%9 (t) ..., 0, (1) = (tay, tay, ... tay) = ta
ona g = go1 et, par théoréme de cours,  est de classe C! sur R et ¢ sa calcule & I’aide d’une
dérivation en chaine, ce qui donne

n n
VtER, ¢ (t) = Dig(ta)y(t) = > Dig(ta)a;
j=1 j=1
ou encore
/ / / =K /
ViER ¢ () =dg@(®) ¥ () ou WER ¢ ()= (gradg (4 (1) | ¥ (1)
Le développement limité a 1’ordre 1 auvoisinage de 0 de la fonction ¢, asavoir ¢ () =¢ ¢ (0)+te’ (0)+o (1),
s’écrit N
g(ta) =g (0) +tY_a:Dig(0) +o(2) (1

i=1

Dans cette question, f est une fonction, de classe C! de R™ dans R™, vérifiant f (0) = 0.

(a) Soient ¢, @y, ..., p, des fonctions définies continues sur R & valeurs dans R™ : on considére
la fonction @ définie sur R par

VtER, @ (t) =det (1 (). 02 (1), on (1))
D’une part la fonction R — (R™)™ est continue sur R (puisque ses
t o ((pl(t)ﬂDQ(t))"',‘:ron(t))
fonctions coordonnées le sont). D’autre part la fonction déterminant, fonction n— linéaire sur un
espace vectoriel de dimension finie, est continue sur (R™)™ . Ainsi la fonction & est la composée
de deux fonctions continues, donc est continue sur R.



(b) Soit (i,7) € [1,n]? D’aprés la relation (1) de la question 2., on peut écrire
fi (te;5) =0 fi(0) +1D; fi (0) + 0 (t) =0 tD; fi (0) + o (¢)
puis
f (tej) =0 tD;f (0) + o (t)
Ensuite, par n—linéarité du déterminant, on obtient
det (f (te1), f (tez) ..., f (ten)) =0 t" det (D1f (0) + 0(1), Daf (0) + 0(1) ..., Dnf (0) + 0 (1))
Ainsi, selon le (a), ona

det (f (te1), f (tea),. .., f (ten)) =0 t" (det (D1 f (0),D2f(0),...,Dpf(0))+0(1)) = " jac § (0)+o (¢")

Finalement, ayant Vi € R, det (te1,teg, ..., te,) = 17, on en déduit
. det (f (te1), f (tea),. .., f (ten)) .
1 = 0
iy det (tey, tea, . .., ten) jacs (0)

(c) Danslecas n =2, ona |jacf (O)| = |det (D1 f (0), D2 f (0))] : la valeur absolue du jacobien
de f en 0 est égale 4 I'aire du parallélogramme de sommets (0,0), Dy f (0), Dyf (0) et
D1 (0) + D2 (0).

Dans le cas n = 3, on a |jac; (0)| = |det (D1f (0), Dof (0), D3f (0))] : la valeur
absolue du jacobien de f en O est égale au volume du parallélépipéde de sommets (0,0,0),
D1f(0), Dy f (0), D1f(0) + Do f (O)a D1f(0) + Dsf (0), Dof (0) + Dsf (0) et
D1 £ (0) + Daf (0) + Ds f (0).

Partie IT : Une interprétation de la divergence dans un cas particulier

Dans cette partie, A est une matrice carrée d’ordre 2, & coefficients réels, et on pose
Vz € R%, f(z) = Az

1. D’aprés la question I 1., pour tout x appartenant & IR?, ona J 7 (x) = A. Par conséquent
vz € R?, divs (z) = tr (A)
Pour tout élément a de R?, on note w, la solution sur R du probléme de Cauchy
X'=AX X(0)=a
c’est-a-dire que u, est 'unique fonction, de classe Ct, de R dans R? vérifiant
u (0)=a  VteR, u,(t) = Aug (t)
Plus précisément, selon le cours, on a‘ Vi ER, ug (t) =exp (tA)a I

2. Dans cette question, on suppose la matrice A diagonale

. A
A=d1ag(A1,)\2)=< 01 )(\)2>

(a) Notons a = (a1, ag) . Pour tout réel ¢, la matrice tA est diagonale et
ViR, uq (t) =exp (tA)a= (aleklt, age)"zt>

. 2 . o I
Soient (a,b) € (IRz) . Avec des notations explicites, on peut écrire

ajemt byeMt

Vi € IR’ det (ua (t) » Up (t)) = CL26>‘zt bZe)\zt

= det (a, b) et




3.

Comme det (uq (0),up (0)) = det (a,b), la fonction divy étant constante, on aboutit &
Vi € R, det (uq (t),up (t)) = exp (tdivy (a)) det (ug (0), us (0))

(b) Pour tout réel ¢, notons A (¢) ’aire du parallélogramme de sommets (0,0), uq (£), up (t) et
Ug (t) +up (t). Ainsiqu’onl’a déja vu, ona Vi € R, A(t) = |det (uq (¢),us (t))| : Ia fonction
A est done strictement croissante si divy (a) > 0, strictement décroissante si div (a) < 0 et
constante si divy (a) = 0.

Exemple. Dans cette question, on suppose toujours A = diag (A1, Ag) .

(a) Onpose a = (a1,a2) et Vt € R, uq () = (z1 (¢),z2 (t)) et on suppose A; # O ainsi que
a1 > 0. D’apres la question précédente, on a
VtER, z1(t) = are™t g (t) = age?
Par conséquent la fonction 8, demandée est définie par

e Az/A
Vz € Ry, 04 (2) = ag (—)

ar

(b) Dans cette question, on étudie la cas a = (2,1) et b= (1,2). Dans les trois cas proposés par
I’énoncé, on obtient :

-2 22

6) (1, %0) = (1,2): Vo € Ry, B (@) = 7, 05 (&) = 20, Bur (a) = -
.. 4 2 27
(i) (1, 2) = (1,-2) : Ve € Ry, 6 (0) = =5, 65 (2) = =5, Bars (3) = 5.

2
(ii1) ()‘1) >\2) = (1) _1) Ve e R+, fa (117) = ; =0y (IIJ), 0a+b (w) .
Les schémas demandés figurent en annexe & la fin du corrigé.

ISH =)

(a) On se place dans le cas ot A est triangulaire (avec u # 0) de la forme A = ( 8\ 'L< ) . Notons

N = 8 (1) > nilpotente, d’indice de nilpotence égal & 2. Pour tout réel £, les matrices Iy et

N commutant, on a ainsi

t At LAt
exp (tA) = exp (\tly + utN) = eM exp (it N) = e <I2 + %N) = < 60 ee/\ltj“t >

Par conséquent

Vt € R, uq (t) = exp (t4) a = ((a1 + pagt) e, age™t)

. 2 , . o
Soient (a,b) € (IRZ) . Avec des notations explicites, on peut écrire

| (a1 + pagt) €M (by + ubgt) e
Vi€ R, dot (ua (1), (9) = | T 42 .

Comme det (ug (0),up (0)) = det (a,b), ayant divy = tr A = 2], on aboutit
Vi € R, det (uq () ,up (t)) = exp (tdivy (a)) det (uq (0) ,up (0))

= det (a, b) 2

(b) Supposons que le polyndme caractéristique de la matrice A est scindé sur R : A est
trigonalisable, voire diagonalisable dans R. Ainsi il existe une matrice P carrée d’ordre 2
inversible telle que la matrice P~ AP soit égale 4 une matrice B telle que celle du (a) ou celle



de la question 2.. En posant X = PY, le probléme de Cauchy étudié s’écrit
Y=BY Y (0)=Pla

Notant v, la solution de ce probleme de Cauchy, on a u, = Puv, et les questions précédentes
permettent d’écrire

Vt € R, det (vq (), vp (t)) = exp (tdivy (a)) det (vq (0), vy (0))
ou encore, pour tout réel ¢

det (ug (t),up (t)) = det (P)det (vg (t),vs (1))
= cxp (tdivy (@) det (1) dot (vq (0) , vp (0)) = exp (tdivy (a)) det (uq (0) , up (0))
(¢) Supposons que le polynéme caractéristique de A ne soit pas scindé sur R. Ce polynéme de degré

égal & 2 posséde alors deux racines complexes non réelles conjuguées A et A. Notamment les

valeurs propres de A sont distinctes et la matrice A est diagonalisable dans C. Ensuite on peut
adapter les calculs des questions 2. et (b) sans modification puisque, notamment, on a encore

divi =trA= PYEEDY
En conclusion le résultat précédent s’étend au cas d’une matrice carrée d’ordre 2, a coefficients
réels, quelconque.

Partie I1I : Matrice jacobienne symétrique, antisymétrique

Dans le début de cette partie, f est une fonction, de classe C?, de R™ dans R™.
Si 4, j, k appartiennent & [1,n], la dérivée partielle seconde de fy par rapport aux variables x; et

8 fi
amia:vj (m) ou fi,j,k (»T)

z; en x estnotée D; ; fr, () ou

1. Par propriété vue en cours, comme [ est de classe C? sur R™, il en est de méme de ses fonctions
coordonnées. Le théoréme de Schwarz fournit

YV (4,5, k) € [1,n]?, Vo € R, fij(2) = fiap (@)

2. Dans cetle question, on suppose que pour tout élément = de R™, la matrice jacobienne Jy (z) est
antisymétrique. Soit x € R™.

(a) Comme la matrice jacobienne Jy (x) est antisymétrique, on a
VY (i,5) € [1,7)% D;f; (z) = —D;f; (z)
Par conséquent
V(i 5,k) € [Lnl®, fign (2) = DiD; fi (z) = —DiDifj (z) = =ik, (2)
(b) Soit (1,7, k) € [1, n]]3. En utilisant les deux propriétés obtenues ci-dessus, on obtient
Jigi (@) = = fing () = =g (2) = frga (&) = fipa (@) = = Fiik (€) = —fijr (2)

ce qui donne f; ;1 (z) = 0.

(¢) Soit (4, k) € [1, n]J?. Toutes les dérivées partielles de D; fi sont nulles ; signalant que R™ est
convexe, on en déduit que D fy, est une constante.
Ainsi la fonction matrice jacobienne J; est une fonction constante, que ’on peut noter A. Par
hypothése, A est une matrice antisymétrique.
Notons g la fonction définie par

Vz e R" g(z)=f(z) — Az



Avec des notations claires, on a
e 2 o o
V<7‘)J)€[[1)n]] ’ ngl(x)‘—DJf'L(x)_a‘l,J_O
Ainsi la fonction g est constante (puisque toutes ses fonctions coordonnées le sont).

En conclusion il existe une matrice carrée A d’ordre n, antisymétrique a coefficients réels, et un
¢lément b de R™ tels que

|Vz € R, f(z) = Az + 1|

Soit f une fonction, de classe C2, de R™ dans R™.

D’une part, d’aprés la question précédente, si pour tout élément = de R™, la matrice jacobienne J¢ (x)
est antisymétrique, il existe une matrice carrée A d’ordre n, antisymétrique a coefficients réels, et un
élément b de R™ tels que Vz € R™, f(z) = Az + b.

La réciproque est une conséquence de la question I 1..

Dans cette question f est une fonction, de classe C1, de R™ dans R™.
D’une part, supposons 1’existence d’une fonction g, de classe C?, de R™ dans R telle que
Vz € R™, Vi € [1,n], fi () = Dig(z)
Le théoréme de Schwarz donne
Ve € R™, Y (3,7) € [1,n)?, D;fi (z) = D;Dig () = D;D;g (z) = D;f; (x)
et ainsi, pour tout = appartenant & R™, la matrice jacobienne J; (z) est symétrique.

Réciproquement supposons que la matrice jacobienne Jy () est symétrique, pour tout z appartenant
a R™. Suivant I’indication de I’énoncé, considérons I’application g définie par

vz € R™ =5 1t~ﬁ—n*( ') dt
ze ,g<z>—;aﬂ/0 Rl)a=3 e z>/0 ; (i)

((€})1<i<r ©st la base duale de la base canonique B, de R™). Commengons par prouver
que la fonction ¢ est de classe C' sur R™. Soit ¢ € [1,n] : montrons que la fonction ~;,

v, : R* — R , est de classe C sur R™, c’est-3-dire a des dérivées partielles
1
T / fi (tz) dt
0
continues sur R™. Soient j € [1,n] et (z1,...,%j—1,Tj41, .- -, Tn) € R""1. On définit la fonction
hi,j: RX[O,l] —_— R

(y,t) —  f; (bz1, .. 0T, Byt ., Bn)
en vue d’appliquer le théoréme de dérivation d’intégrale a paramétre. On a :
e Vy €R, h;;(y,-) € £1([0,1]) (par continuité sur un segment). On peut alors définir
Gij: R — R

1
Yy / fi (t.’B1,...,t:l}j_l,ty,txj+1,...,twn)dt
0

e Vi € [0, 1] 5 hi,j (', t) eCt (R) etV (y, t) S RX[O, 1] } %j‘i (y,t) =tD;f; (th‘l, cotmgog, by, ey,
1

o Vy € R, dgi‘j (y,-) € CM([0,1]) (par continuité)
Y

: . Ohij , )
e soit K un segmentde R: K x [0, 1] est un compact sur lequel la fonction _8_J est bornée, ce qui
Y

Oh; ;
assure I’hypothése de domination locale de a—yj

O %



Ainsi le théoréme de classe C! d’intégrale & paramétre s’applique et la formule de Leibniz s’écrit

1
Vy € IR G;,j (y) = Dle (Il', s T -1 Yy T4y ,'-rn) i /0 tDjfi (tirla B :tmj»lv ty, t‘vj-l—la vy txn) dt

Attention le résuliat de cours concerne les fonctions de la variable réelle et assure seulement la
continuité partielle de Dj~, par rapport & la j™¢ variable. En toute rigueur, c’est le théoréme de
continuité d’intégrale & paramétre appliquée & D;~y; qui permet de justifier sa continuité sur R™. Cette
vérification, sans difficulté particuliére, est laissée en exercice.

On déduit de ce qui précéde que, pour tout = appartenant 8 R™, ona

n n .1 .1 n
Dig(z) = Y_ Dj(efn)(z) = ($)+Zx¢/o tD; f; (tz) dt:/o (fj (tz) + ¢y @D fi (t$)> dt
i=1 i=1 i=1

1 n
= /O <f_7 (t’(:) +1 Z ;D fy (t‘(‘)) dt
i=1

(la derniére égalité étant une conséquence de la symétrie de la matrice Jy (x)).
La régle de dérivation en chaine permet de reconnaitre une dérivée “parfaite” dans la derniére
intégrale, ce qui donne

1

Djg (z) = [tf; (tz)]; = f; (z)
Enfin comme f est de classe G2, les dérivées partielles de g sont de classe C? et ainsi g est de classe
C? sur R™. D’ou I’équivalence demandée.

Partie IV : Matrice jacobienne orthogonale

Dans cette partie, f est une fonction, de classe C?, de IR™ dans R™. De plus, on note

N : N ) & fp
V(i k) € [Ln]", V2 € R, oy (2) = ; ) 90y, (=)

1. Dans cette question, on suppose (P).

(a) Par définition d’une matrice orthogonale, on peut écrire tJ;J¢ = I,,, ce qui s écrit
g P IJf q

V(i,5) € [Lnl? 8= DifpDifp
p=1
Etant donné k& appartenant a [1,n], la dérivation de cette relation par rapport & zy, fournit

n n
V(i,5) € [L,n]? 0= DiifpDifo+ Y _ DifoDrjfp = ki + dik;
p=1 p=1
De plus, la fonction f étant supposée de classe C?, le théoréme de Schwarz donne
V (5, 5.k) € [1,n]°, aijn = cigg
Finalement on a

V(i 5.k) € (L], ujp = iy = —0nyy

(b) Une permutation circulaire des indices changeant le signe de ces fonctions, on obtient :
: 3
V(5. k) € [Lals aijr = —ajri = okji = sk
En conclusion

Y (i,5,k) € [1,n]®, aijr =0

10



(c) Soit (j,k) € [1,n]? D’aprés la question précédente, pour tout 4 appartenant 4 [1,7] et tout =
appartenant & R", le vecteur D f (z) est orthogonal & D; f (z). Comme la matrice J; () est
orthogonale, ses vecteurs colonnes forment une base orthonormée de R™ et on en déduit

¥ (5, k) € [L,n]*, Djf =0
Alors, pour tout % appartenant & [1,n], la fonction Dy f est constante et il en est de méme de la
fonction J7.
Enfin un calcul similaire a celui de la question ITI 2. (c) permet de justifier I’existence d’une
mafrice orthogonale A et d’un élément b de R™ tels que Vz € R", f (z) = Az +b.

Soit f une fonction, de classe C2, de R™ dans R". Selon la question précédente, une condition
nécessaire pour que f vérifie la proposition (P) est qu’il existe une matrice orthogonale A et un
€lément b de R™ tels que Vz € R™, f (z) = Az +b.

A nouveau la téciproque est une conséquence de la question I 1..

D’une part supposons que () est vérifide. D’aprés ce qui précéde, il existe une matrice orthogonale
A etunélément b de R, que I’on fixe, tels que Vz € R™, f(z) = Az + b. Soient g une fonction,
de classe C2%, de R™ dans R, de variables notées y1, .. ., yn, t (i,z) € [1,n] x R™. Larégle de
dérivation en chaine donne

agof 3f — dg _
9 2:5% oa (=25, (f @)as

puis

32901’ R
3:?:? AZZ:I ;_d'q (7 (2)) 2k

Comme la matrice A est orthogonale on obtlent

“ 8% o0 f
Bgop (z) = 20t ZZ 33;&3; (/=) Za’ 934 = ;JZI Syﬁ.aJ ©)) Ok
Finalement

Bgof (= 233% = (89)0 £ (2)

Re01proquement supposons que pour toute fonction g, de classe C?, de R™ dans R, Dgor = (Ag)of.
Soit (4, §) € [1,7]%. Remplagons g par e; (4™ forme linéaire coordonnée dans la base B,,). Comme
efof=fiet Ay =0, onendedult Af —0

Ensuite remplagons g par efej. Ona efe} o f = fif; et Aer rey = 20; 5. Alors, tenant compte de
Ay, = Ay =0, on trouve

a9 e oo o 5
Ae;e;of = Ay = & (fifs) =z<a fifj af'a afj +f¢d fJ)

il5 2

af; 8 afi 0
= Af1fj+22 ﬂ fj—i—ﬁ fJ—ZZa{LB{jC:Ae;e;Of:Q&:,j

Ceci signifie que, pour tout element r de R", lamatrice Jy () est orthogonale.
D’ou I’équivalence demandée.

11



¥ -4- coding: utf-8 -*-

Courbes du DM Centl4pc

@author: MICHEL

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# cas (Lambdol, lambda2)=(1,2)
def tail(x):
return 1.0%¥x¥*2/4

def tbi(x):
return 2,0%*x**2

def taabbl(x):
return 1.9*x*%*2/3

X=np.arange(0,10,0.1)
Yal=tal(X)

Ybl=tb1(X)
Yabl=taabb1(X)

plt.subplot(3,1,1)

plt.ylim(©,18)

plt.plot(X,Yal, 'k-',label="Fonction theta_a")
plt.plot(X,Ybl, 'k--',label="Fonction theta_b")
plt.plot(X,Yabl, 'k+',label="Fonction theta_a+b")

legend(loc="upper right')
plt.xticks([@,10])
plt.title(" Cas (lambdal,lambda2)=(1,2) ")

# cos (lambdel, lambda2)=(1,-2)
def ta2(x):
return 4,0/x**2

def tb2(x):
return 2.0/x**2

def taabb2(x):
return 27.0/x**2

X=np.arange(©,10,0.1)
Ya2=ta2(X)

Yb2=tb2(X)
Yab2=taabb2(X)

plt.subplot(3,1,2)

plt.ylim(@,10)

plt.plot(X,Ya2, 'k-',label="Fonction theta_a")
plt.plot(X,Yb2, "k--',label="Fonction theta_b")
plt.plot(X,Yab2, 'k+',label="Fonction theta_a+b")



legend(loc="upper right"')
plt.xticks([@,10])
plt.title(" Cas (lambdal,lambda2)=(1,-2) ")

# cas (Lambdul, lambdaZ)=(1,-1)

def ta3(x):
return 2.9/x

def tb3(x):
return 2.8/x

def taabb3(x):
return 9.0/x

X=np.,arange(@,10,0.1)

Ya3=ta3(X)

Yb3=tb3(X)

Yab3=taabb3(X)

plt.subplot(3,1,3)

plt.ylim(@,10)

plt.plot(X,Ya3, 'k-',label="Fonction theta_a")
plt.plot(X,Yb3, 'k--',label="Fonction theta_b")
plt.plot(X,Yab3, 'k+',label="Fonction theta_a+b")
legend(loc="upper right')

plt.title(" Cas (lambdal,lambda2)=(1,-1) ")

plt.show()
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g 1= coding: utf-8 -*-

W

Parallélogrammes du DM Centl4pc

@author: MICHEL

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# cas {(lambdal, Lambda2)=(1,2)

def x11(t):
return 2.0*np.exp(t)

def x21(t):
return 1.0*np.exp(2.*t)

yii(t):
return 1.0*np.exp(t)

def y21(t):
return 2.0*np.exp(2.*t)

X=np.array([0,x11(0),x11(0)+y11(0),y11(0),0,x11(0.5),x11(8.5)+y11(0.5),y11(8.5),0])
Y=np.array([0,x21(0),x21(0)+y21(8),y21(0),08,x21(8.5),%x21(8.5)+y21(8.5),y21(8.5),0])

plt.subplot(3,1,1)
plt.plot(X,Y, k")

plt.xticks([©,5])
plt.title(" Cas (lambdal,lambda2)=(1,2) t=0 et t=0.5")

# oras (Lombdel, Lambda2)=(1,-2)

def x12(t):
return 2.@*np.exp(t)

def x22(t):
return 1.8*np.exp(-2.*t)

def y12(t):
return 1.8*np.exp(t)

def y22(t):
return 2.0*np.exp(-2.*t)

X=np.array([@,x12(0),x12(8)+y12(0),y12(8),0,x12(0.5),x12(0.5)+y12(0.5),y12(08.5),0])
Y=np.array([@,x22(0),x22(0)+y22(0),y22(8),0,x22(0.5),x22(8.5)+y22(0.5),y22(8.5),0])

plt.subplot(3,1,2)
plt.plot(X,Y, k")

plt.xticks([@,5])
plt.title(" Cas (lambdal,lambda2)=(1,-2) t=0 et t=0.5")



# cas (lambdal, lambdal)}=(1,-1)

def x13(t):
return 2.0*np.exp(t)

def x23(t):
return 1.0*np.exp(-1.*t)

def y13(t):
return 1,@%*np.exp(t)

def y23(t):
return 2.0*np.exp(-1.*t)

X=np.array([0,x13(0),x13(0)+y13(@),y13(8),0,x13(8.5),x13(0.5)+y13(8.5),y13(0.5),0])
Y=np.array([0,x23(0),x23(9)+y23(0),y23(0),0,x23(0.5),x23(6.5)+y23(0.5),y23(0.5),0])

plt.subplot(3,1,3)

plt.plot(X,Y, 'k")

plt.xticks([9,5])

plt.title(" Cas (lambdal,lambda2)=(1,-1) t=0 et t=8.5")

plt,show()
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MP 21-22
CENTRALE 2018 MP 1

Aplatissement aléatoire d’un ensemble de points en grande dimension
Eléments de correction

[ Préliminaires
1.A - Projection sur un convexe fermé
Q1.

Soit (a,b) € E2. La hilinéarité et la symétrie du produit scalaire ainsi que la définition de la norme
euclidienne donnent

la+bl2+lla—bl* = (a+ba+b)+{(a—ba—b =(aa)+2(ab)+ (bb)+ (a,a)—2{a,b)+ (b,b)
2 (llall® + 1)

11 s’agit de I’identité du parallélogramme dont I’interprétation géométrique est la suivante. Etant
—_ =

donné un parallélogramme (4, B, C, D) (c’est-a-dire AB = DC'),ona AC?*+BD?* =2 (AB* + CD?).

Q2.

Soit (u,v,v') € E3 vérifiant v # v’ et |ju — v|| = ||u — /|| . En utilisant le résultat de Q 1. avec
a=1u—veth=u—2 onobtient

2 v =[P+ [}/ = of* =2 (fju = ol* + [[u = v/||*) = 4 u— o]
Ayantv £/, ona ||v/ — v||> > 0 etainsi || 2u — v — /||* < 4 |ju — v||* ou encore

v+
.

L2 < ol

Q3.

Soient F' un fermé non vide de E et v € E. Prenons un élément a de F pour obtenir une ”distance
de référence” etnotons K = {z € F | |ju — z|| < ||[u —al|}.

L’ensemble K est non vide (a € K'), fermé comme intersection de deux fermés (continuité de la
fonction 6, : E —— R )etbomé puisque Vz € K, |z|| < [Ju — al| + ||u]|. Comme E est de

z +— |lu—2z|

dimension finie, K est donc un compact non vide de E.

Comme signalé précédemment, I’application §,, est continue donc, selon le théoreme des bornes at-
teintes, sa restriction & K admet un minimum en un élément v de K, donc de ' : notamment |ju — v|| < [Ju — af|.

Enoutre F\ K C{z € F||u~-z| > ||u—all} etainsi

va e FAK, lu—af > lu—af > |u-o|

En conclusion,| e F:VzePF, |lu—v|<|u—z| ‘

Q4.

Soient C' un convexe fermé non videde E et u € E.

Selon la question Q 3., Jv € C': |lu — v|| :legg ||lu — || . Fixons un tel vecteur v.

Supposons, par 1’absurde, trouvé un autre vecteur v’ de C' vérifiant la méme propriété. On a alors
/
v 4V

U —

llu — ]| :nleiél lu—z| = ||u—7|. Selon la question Q 2., on obtient
4

/

<min ||u — z||.
zeC

v
Comme C est convexe

€ C et I'inégalité précédente fournit la contradiction souhaitée.
En conclusion, il existe un unique vecteur v appartenanta C' tel que Vz € C, |ju — v| < {ju — z| .



I.B - Inégalité de Holder pour I’espérance

Q5.

Soit (a,b) € (R4)?. Sil'un des deux réels a ou b est nul, I'inégalité demandée est clairement
vérifice,

Supposons ab # 0. La concavité de la fonction In sur R’ donne

P
1111 (aP) + 1ln (09) < In (ﬁ_ + b—)

p q p q
ab bl
ou encore In (ad) < In <— + —) . Par croissance de la fonction exp, on obtient
bp 4
a?  b?
ab < — 4+ —
b q

Q6.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur I’espace probabilisé fini (Q2..A, P). Comme {2
est fini, les variables aléatoires définies sur (Q2, A, P) admettent des moments de tout ordre. En outre, par
positivité de I’espérance, ona E (| X|P) > 0 et E (|Y]?) = 0.

Suivant ’indication de 1’énoncé, étudions plusieurs cas :

o E(|XP) = E(|Y]?) =1 D’aprés la question Q 5., ona
()P 7 o)|2
X ()Y ()] < | E:)I L (;}I

Yw €,

XP o ye . I . ;
ouencore [ XY| < —- + u Puis, par croissance et linéarité de I’espérance, on obtient
p q

. Ly L g
E(|XY]) < ];E(IXI s qE(lYl )

c’est-a-dire £ (| XY|) < 1 (d’aprés les hypothéses du cas étudié) ouencore E (| XY]) < (E (|Xip))1/}J (E (|Y|q))1/q.
o E(IXIP)E(|Y|?) > 0. Notons X’ = #1 et Y/ = #‘ X’ et Y’ sont deux vari-
(E(|X[)"? (E([¥]))9
ables aléatoires réelles sur (€2, A. P) vérifiant E (| X'|P) = E (|[Y']?) = 1 : selon I’étude précédente, on a
donc E (| X'Y']) < (E(|IX'P)YP (E (|Y)9))9 cest-a-dire
) <1

g Y
E( ’f

(E(XIPNYP(E (Y)Y

Par linéarité de I’espérance, on aboutita E (|XY|) < (E (|X]p))1/p (E (Y)Y,
¢ E(|XP)E(]Y]%) = 0. Dans ce cas, I’'une des deux variables aléatoires | X [P ou |Y'|? est presque nulle
presque siirement, ce qui implique que [’une des deux variables aléatoires X ou Y est nulle presque stire-
ment, puis que XY est nulle presque sirement. Ainsi dans ce cas E (|XY|) = 0 et I'inégalité demandée
est clairement vérifice.

I.C - Espérance conditionnelle

Q7.
Soit (A1, Ag, ..., Ap) un systéme complet d’événements de probabilités non nulles. La formule
des probabilités totales s’écrit

Vz e X (Q). P(X::E):iP(X:x|Ai)P(A1:)
i=1

[¥)



Ainsi (les sommes doubles suivantes sont finies)

E(X) = Y zP(X = > ZP =z|A)P(A)=> P(A) ) zP(X=zl|A)
zeX(Q) zeX(0) =1 i=1 €X(Q)
= Y PUIEX]|4)
D’ot‘lilformule voulue, dite de I’espérance totale.
LD - Variables aléatoires a4 queue sous-gaussienne
guis\-rantl’indication del’énoncé, notons X2 (02) = {y1,...,yn}avecn E N* et 0 < y1 <92 < --- < Y.

Onaainsi | X|(Q) = {\/#1,...,/Ua} - Notamment V¢ € | /g, +00[, {|X| >t} = 0.
Notons yg =0. Ona alors
Vie[0,n—1], vt € lVu, +ool, {|X] 21} ={X?>t*} = {X? > yir1}
Par conséquent, la fonction R, — R est continue par morceaux sur R et nulle
t — tP(X|21)
SUr | y/Yn, 00| . Ainsi

“+o0
2/ tP (|X] > 1) dt
0

22 / P(X|>t)dt= Z / 2tdtP (X2 > yiy1)

n—1 n—1
= Z [t2] \/_V;”; P (X2 P yi+1) = Z (Yir1 —w) P (X2 > y.i+1)
i=0 i=0

n—1 n—1
= Z%‘HP (X > yi1) — Zyip (X > yig1)

i=0 i=0
n n—1
= Z%‘P (X% 2 y) - ZyiP (X% 2 yin1)
i=1 =0
n—1
= P (X2 yn) + > v (P(X2>w) — P(X? 2 yir1)) —w0P (X2 > y1)

=1
Or ynP (X2 > yn) = ynP (X> = ys) et yoP (X* > y1) = 0.
Deplus Vi € [1,n— 1], P(X?>y;) — P (X* > ys1) = P (X% = y;) . Par conséquent

+oo n—1 n
2/0 tP(1X| P t)dt =y, P (XZ :yn) +Zyi‘P (X2 - yi) - Zyip (X2 _ yi)
i=1 i=1
ou encore
oo
2/ tP(|X| > t)dt = E (X?)
0
Qo.
1
Lafonction Ry — R continue, positive est intégrable car at exp (—bt?) =0 0 <t_2> _
t — atexp (—btz)
En outre .
oo Moo
2/ at exp (—bt?) dt = [_9 exp (—btz)] _a
0 b 0 b



La croissance de I’intégrale et la question Q 8. conduisent 3| F (X?) <

Q 10.
Soit ¢ € R. L’inégalité triangulaire domme Vw € Q, t < |X (w) + 6] = ¢ < | X (w)| + |8, ou

O‘IQ

encore
UX + 6] >t} C{|X] > ¢ - 6]}
Par croissance de la probabilité, on obtient P (|.X + 6| > t) < P(|X| >t - |§]).
Q.
Soitt€ R. Ona
1 b
a— b8 4+t~ [6]) = %bt2—2b|6|t+a+b62 = 2 (- 218)* +a b8

Par hypothése, la quantité précéc[ente est positive car somme de deux réels positifs.

Finalement | —b (t — |6])2 < a — —bt2 ;

Q12.
Soit t € R tel que ¢ > |§| c’est-a-dire ¢ — |§] > 0. Utilisant le résultat de la question Q 10. ainsi
que I’hypothése formulée en I.D, on obtient

P(X+8]>1) < P(X] >t~ 18]) <aexp (b (t - |6)?)
Ensuite le résultat de la question Q 11. et la croissance de exp fournissent

P(X+6>1)< aexp()exp(—-;—bt2>

Q13.

. .1 . .
Soit ¢ € [0, |6][. Notamment 2 € 6% < E. Ainsi ——bt2 > —g puis, par croissance de exp, on a

aexp (a) exp (—%th) aexp (;)

En outre I’hypothése formulée en I.D avec ¢t = 0 donne P (|X| > 0) < a, c’est-a-dire 1 < a
Ainsi

1
aexp (a) exp (—%bﬁ) exp (3 >P(|X+6>21)

En conclusion I’inégalité obtenue a la question Q 12. reste valable dans le cas présent.

II ’inégalité de concentration de Talagrand

ILA - Etude de deux cas particuliers

Q 14.

Supposons que C' soit un convexe fermé (non vide) de ' ne rencontrant pas X (£2) . Cela signifie
que 'ona {X € C} = 0, a fortiori P (X € C) = 0. Dans ce cas, I’inégalité souhaitée est clairement
vérifiée.

Dans la fin de la sous-partie II.A, on suppose que C est un convexe fermé de E rencontrant X ()
en un seul vecteur w.

Q1s.

Lécriture de u dans labase (eq, e, . . ., e,) estdelaforme u = Z“iei avec Vi € [1,n], u; € {-1,+1},
i=1
puisque v € X (Q).



Avec les notations de I’énoncé, comme (e1. €3, . ... e,) estune base orthonormée de E, on a

. L 2 X (@) = (e (w) = w)?
Yw € Q, Zd()x (W), u) :f_ZT

1 (&4 —4ui)“

=1

Pour tout z appartenant a [1,n], est une variable aléatoire de Bernoulli, de parametre

1 e —un)2 (e — un)? e —u)?
5 En outre, par transfert d’indépendance, les variables aléatoires (&1 4U1] ) (=2 4u2) (sn = )
1 . . . s . 1
sontindépendantes. Par consequent d(X, u)? estune variable aléatoire qui suit la loi binomiale 5 <n, 5) :
Q 16.
1
Par définition de la loi binomiale B (n, 5) .ona

}z(x u)? () = [0, ] ‘v’ke[[O.n,]],P<1d(X__u) _k> ( )Qi

D’apres la formule de transfert, utilisée avec la variable aléatoire Zd( X, u)” et la formule du

E (m{p (% Gd(x. u)2>>> = éexp <%> P Gd (X.u)® = k>
e (3) (1) - (%57)

"+ 1 1
Comme Vet < 2. on obtient notamment E (exp <§d (X, u)2>> < 2™

2
Q17.
Par définition d (X, C) :inf [|X — z|| et notamment d (X, C") < ||X — u|| done, par croissance

de exp et de I’espérance, E (exp <8 (X.C) )) E (e\p <8d(X )’ )) .
n

En outre, dans le cadre de cet exemple, ona {X € C} = {X =u} = m {g; = u;} (utilisation

binéme, on a

E (exp <%d(}{, u)2>>

i=1
des notations de la question Q 15.). Comme les variables aléatoires 1. ¢9...., 2, sont indépendantes, on
en tire
- 1
pmemznpwzw:ﬁ
i=1

Finalement

P(X€O)E <exp ( d(X.C) >) 2iE (exp <éd(X, -u)2)> <1

ce qui est le résultat voulu dans le cas présent.

Q18.
On étudie le cas n = 1. Comme C' N X (Q) contient au moins deux éléments et que I'on a
X (Q) = {—ey. +e1}, cela signifie notamment que 'on a X (Q) C C. Par conséquent {X € C} = Q) et

notamment P (X € C) = 1 et, par ailleurs, d (X, C') = 0 ce qui entraine exp (gd (X. C)') =



Dans ce cas
P(XecCO)E <exp (%d(X, c)2>) =1
et I'inégalité (I7.1) est bien vérifiée. D’ou Iinitialisation de la récurrence.

Q19.

Soit (z,t) € E'x{—1,+1}. Procédons par double implication pour justifier |’équivalence souhaitée.

e —

Supposons ¢’ € Cy : par définition, il existe y appartenant & C' N Hy, que ’on fixe, tel que
z’ = 7 (y). Par définition de H,,

A e B y=1y +te,
et ainsi ' = 7 (y) = «’. Par conséquent «’ +- te,, = y et notamment, par construction, =’ + te,, € C.

e =

Supposons x’ + te, € C. Par définition, on a ainsi =’ + te, € C N Hy, car ' € E’, et aussi
&' = m (z' + ten) . Onadone bien «’ € C;.

Q 20.

(a) Par définition, C'yy et C_; sont des parties de Im 7, donc de E.

(b) Par hypothése, C' N X () contient au moins deux éléments y, 2, que 1’on fixe, qui différent
par leurs derniéres coordonnées. Ainsi

3,2 )eE y=y+enz=72—¢,

Léquivalence (seconde implication) montrée & la question Q 19. donne ¢/ € Cy1 et 2/ € C_y.
Notamment Cy1 et C_; sont non vides.

() Justifions la convexité de C1 (par symétrie on en déduit la convexité de C_1).

Soit (', 3/, A) € C41xC41x[0,1]. Comme E’ estun sous-espace vectorielde E, ona (1 — X)) z'+ Ay’ € E
et, selon la question Q 19.,ona z’' + e, € C et y + e, € C. En outre

=Nz +M +en=01-2)(z' +en) + Ay +en)

Par convexité de C, on a ainsi (1 — )z’ + Xy’ + e, € C, et I’équivalence (seconde implication)
montrée i la question Q 19. donne (1 — A) 2/ 4- Ay’ € C41. Par conséquent Cy; est bien une partie convexe
de E'.

(d) Montrons que C11 est fermé (par symétrie on en déduit que C_; est fermé). Plus généralement,
I’image d’un fermé de E par une projection est un fermé de F.

Soit (u))epy Une suite d’éléments de Cyy convergeant (vers z' appartenant a E'). D’apreés la
question Q 19.,0n a

VkeN, u, +e,€C

La suite (uy, + en), ey 4 '€léments de C' converge, vers 2/ + e, dans C car C est un fermé de
E. Une nouvelle utilisation de I'équivalence (seconde implication) montrée & la question Q 19. donne
z’ € C41. On en déduit, par caractérisation séquentielle, que C1 est un fermé de E'.

En conclusion, C'yy et C_y sont des convexes fermés non vides de E'.

Q21.

Avec les notations de I’énoncé, on peut écrire X = X'+¢,,e,,, ol (moyennant une légére adaptation
du lemme des coalitions) les deux variables aléatoires X' et ¢, sont indépendantes.

Deplus ({en = —1}, {en = +1}) estun systéme complet d’événements et ainsi

PXeC)=P(XeCepn=-1)+P(X €C,en=+1)

En outre, selon la question Q 19., on a

V(w,t) € Qx{-1,+1}, { i(‘“))

| m

(w en (W)=t

? <:){X'(w)eclt



Finalement
P(XeC) = P(X'€C_r.en=-1)+P(X €Cy1.en=+1)
= P(X'€CLi)P(en=-1)+P (X' €Cy1) P(en=+1)

= %P (X'eCa)+ %P (X' e Cp)

IL.D - Une inégalité cruciale
Q22.
Soit w € Q. Par définition Y7, () € C;, (v) puis, selon la question Q 19, ¥ (u) + &n (w)en € C.
De méme Y_. () — €n (w) €, € C. Par convexité de C, on a ainsi
(1=X) (Yo ) +en (W en) + A (Yop () —n (Wen) €C
Par définition de la distance a une partie on en déduit
d(X (w),C) < ||(1 - ) (Y::,,(w) + &5 (W) en) + A (Y—s,,(w) —€n (W) en.) - X ("J)”
puis

[d(X,C) <AL= 2) (Y, +enen) + A (Vor, —£nen) = X[||

n

Q 23.
Ayant X = X' + epen. ona
(1= X) (Ye, +enen) A (Yog, ~enen) — X =(1-X) (Yo, - X))+ X (Y-, — X') = 2Xenen
Comme les deux variables aléatoires (1 —~ A) (Y, — X'V + X (Y., — X') et 2Xenep sont respec-
tivement & valeurs dans E’ et Re,,, qui sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E, le théoreme
de Pythagore donne
, : . 2
11— X) (Y, +enen) + A (Yor, —enen) = X[ =402+ [|(1 -0 (s, — X') + 2 (Yos, — X))
ce qui, grace a la question Q22., implique
d(X.CP <A +||(1 =N (Ve — X') + 2 (Yoo, — X))

Soit (u.v) € E2. Etablissons I'inégalité [|(1 — A) u+ Av||> < (1 = X) Jul/® + A|j¢||?. Par dif-

férence (et propriétés usuelles du produit scalaire), on a
N e [P Rt L
= (= Al 4 Mol = (= 2l = A2 ell® — 22 (1= X (u, v)
= (=) (Il + ol = 2 0)) = X1 = X) fu = v

On a donc bien ||(1 — M) u+ Av||® < (1 = A) |[ul|* + Aljv{|*. Etant donné w appartenant a €, en

remplacant v par (Y., — X’) (w) et v par (Y_., — X’) (w), on obtient
- 2 2 2

(1 =) (¥e, = X) () + X (Yo, = X) @) < @ =N [|(Ye, = X) @) + A || (¥=e, = X) @]
puis, cette inégalité étant vraie pour tout w appartenant a 2, on en tire
2|1 = 0) (¥, = X)) 44 (Vs = )P €422 4+ @ = 0 [| (2, = X)) 42|, = X))

Finalement

d(X.CP <2+ (1= N | (¥ = X+ A (Y- = X))

puis

d(X,C)P? <A+ (1 - N d(X.C, ) + M (X, Cc,)




ILE - Espérances conditionnelles
Q 24.
Reprenons des notations utilisées a la question Q 20.. Par hypothése, C'N X (Q) contient au moins
deux éléments y. z, que I’on fixe, qui différent par leurs derniéres coordonnées. Ainsi
I, ) eE y=y+e,z2=2—e,
Léquivalence (seconde implication) montrée  la question Q 19. donne notamment 2’ € C'_;, ou
encore {X' =2’} C {X’ € C_,}. Parcroissance de la probabilité, onentire P (X' € C_1) = P (X' = 2').
n—1 n—1
Par ailleurs, en notant 2’ = 2: zie;, ona {X' =2} = ﬂ {e; = 2} et 'indépendance des vari-
i=1 i=1
ables aléatoires €1,....,e,—1 donne
) 1
P(X'=2) H P =i

Finalement p_

Q 25.

Soit A € [0.1]. Utilisant I'inégalité conclusive de la question Q 23., par croissance de exp. on a

exp ( 1(X,C)? ) exp (A;) exp <(1 - Y g (x'.c.) + %d (X', C_:—,,)2>
1-

(Y’ )P + %d(X’,C_:—")2 en vue de calculer E (exp (Z) | e, = —1).

Notons Z =
Soit z € Z(Q). Ona

P(Z=2z|ep=-1) =

P(Z=z¢e,=-1)
Ple,=-1)

= ]- _1)P<(1gA)d(X,.C_l)Q—Fgd(X,,C_{—])Q :Z.En:—1>

_ p(lTA) (X',000)" 4+ 34 (X', C)’ :z>

e e, N N . L. 1—A . :
la derniére égalité étant due a I’indépendance des variables aléatoires ( - ) d(X'.C_1)*+ 3 d{X'Cr)’

et £, (nouvelle adaptation du lemme des coalitions). Par conséquent

E(exp(Z2)|en=-1). = ZeZP(Z:z|5n:_)
z€Z(Q)
= Z 6:P<(1g)\)d (X',C_1)2+%d. (X'.C+1)2:z>
=€Z(Q)

= FE (exp (LB)\)d (X', 0_1)2 + %d (X', C_|_1)2 = z>>

_ (cxp (%d(xcc_l)g)l . (8 (X', C1)? >A>

(1= '\)d(X’ C_1)* + ;‘d(X Ci1) > (Q) € Z () pour passer de

Notamment on a utilisé I’inclusion < 3
<



la premiére a la seconde ligne ci-dessus.
Enfin, la positivité et la linéarité de ’espérance conditionnelle admisses par 1’énoncé entrainant sa
croissance, on déduit de ce qui précede

B (o (gA(HOF ) [ en = 1) <o (%) B (exp (gaer.can) e (ex OH)E)A)

Q 26.
Il s’agit d’établir I’inégalité

1. ) 5 1-X 1 By 9 A
E | exp gd (X ,O_l) exp gd ()x .C+1)
1 \ 2 1= 1 2 A
< E <exp (gd (X'.C_l)‘)> E <exp <§d (X', C+1)“)>

Tout d’abord le résultat est clair si A € {0.1} puisque I’on a alors égalité. Supposons donc

1
A € ]0.1[. Notant p = T
1-2 b

1 :
toires (Ed(X’.,C’_l)2 et gd(X’,C_H)2 donne I’inégalité souhaitée.

1
et ¢ = 3 le-résultat de la question Q 6. appliqué aux variables aléa-

Linégalité de la question Q 25. devient finalement

E (exp (%d(X, c)2> | €n = —1> < exp <%2> E (exp (%d(X’. 0_1)2>)HE <exp (%d (X',OH)Q))A

Q27.
Par symétrie, a partir du résultat de la question Q 26. (I'hypothése p+ > p.. n’a pas été utilisée
pour ’obtenir) et en remplagant X par 0, on trouve

B (exp <éd(X, c)2> | en = +1) <E <exp (%d (X"C+1)2>)

ou encore (p4 = P (X' € C41))

p+E (exp @d(X, C)2> | &n = +1> SPX'eCn)E (exp <%d (X',C’H)Z))

Or X' esta valeurs dans E’ espace vectoriel euclidien de dimension égale & n—1 de base orthonor-
mée (e1,...,en-1), Cy1 estun convexe fermé non vide de E' (question Q 20.) et €1, ...,2n_1 sont des
variables aléatoires de Rademacher indépendantes. Lhypothése de récurrence permet d’utiliser 1'inégalité

1 :
(IL.1) en dimension n — 1 etainsi P (X' € Cy) E (exp (gd(X’, C’+1)2)> <L

. 1 1
Ce qui précéde permet de conclure : | E (exp <§d (X, C)2> | en = +1> <— |

P+

Q 28.

Soit A € [0,1]. Utilisons la formule de I’espérance totale, vue en question Q 7., avec le systéme
complet d’événements ({s, = —1},{e, = +1}) : on a ainsi

E (exp <éd(X, cf)) = %E <exp (-é—d(X, 0)2) | €n = +1>+%E <exp (%d(X. 0)2> £ = —1>



Les résultats des questions Q 26. et Q27. donnent
E <exp <1d(X, 0)2)) < & <—1— + exp (ﬁ) E (exp (ld (X7, O_1)2)> - B <exp <1d (X C+1)2>>/\>
8 2 \py 2 8 S
Une application de ["hypothése de récurrence, similaire & celle de la question Q 27., donne

1 ) 1(1 A2\ 11

E exp(—d X.C >><— ——|—exp<——>——

( 34X:0) 2\ ps 2 ) pt
IL.F - Optimisation

Q 29.
Posons A =1 — p__ Comme p4 2 p— > 0. on constate que I'ona 0 £ A < 1. Enremarquant

1-A
quel'ona (1 -1 = (Pi) . I'inégalité de la question Q 28. se transforme en
P

| 1 22 Biefi
E(exp (gd(.\.C) >> < Iy <1—|—exp (;) (1-X) )
Q 30.

Suivant ’indication de I’énoncé, considérons la fonction  définie sur [0. 1] par
2

vz € [0,1], ,c(:v)2111(24—;1?)v111(2—a:)—%—(.v—1)1n(1—.r)

F4

D’aprés les théorémes généraux, la fonction ¢ est de classe C* sur [0, 1] et le calcul donne

1 il
vz e[0,1], £ (2) = o +5— —z—-1-1In(1—-2)
puis
: 1 1 1 Sa T
Vz € [0.1[, o' (z) = — + -1+ = . +
-1 ¢ (=) 2+ 1) (2-z)? -z (+272@-27 1-=
Ainsi ¢ > 0. Donc la fonction o est convexe et ainsi
vz € [0.1[. p(2) = (0) + ¢ (0) (z - 0)
ou encore Vz € [0,1]. ¢ (2) = 0.
On déduit de cette étude de fonction la propriété suivante :
2
vz e [0.1], % +(z-1lm(l-z)<h@2+z)—In2-2x)
Q 31.
Par croissance de exp. le résultat de la question Q 30. devient
T2 z—1 2+
vz € [0,1], exp(;) (1-2) <‘2—.1'
uis Vo € [0, 1], 1+ exg - (1-2)"' < 4
PuIs 7o & [ A 2 e | 5 STy
Q 32.
Le remplacement de x par A dans 'inégalité obtenue a la question Q 29. fournit

E <exp (%d(X. C)2>> < i%

10



2

4

D_ 1 .
Orpy (2—)) =p4 <1 + %—) =py +p_ etainsi B (exp <§d(X, C’)2>> < . puis

+ S py -

(<o nr))

Selon le résultat de la question Q 21., cette inégalité s’€crit aussi
1
P(Xe€C)E <exp <§d(X, 0)2» <1

Ce raisonnement achéve la démonstration de I’hérédité de la récurrence dans le cas oit C'N X (£2)
contient au moins deux éléments. Néanmoins la sous-partie II.A a consisté & traiter les deux autres cas
possibles.

En conclusion, I’inégalité (I1.1) est bien vérifiée en dimension finie quelconque.

I1.G - Inégalité de Talagrand

Q 33.

Soient C un convexe fermé non vide de E et ¢ un réel strictement positif, Par croissance de exp,
2

ona {d(X.C) >t} = {exp <%d(X,, C)2> > exp (tg) } . Lapplication de I"inégalité de Markov a la

: . - | Y
variable aléatoire positive exp gd (X. C’)2> donne alors

PA(X.C)>1t) <exp (-%) E <exp <%d(X, C’)Q))

Par conséquent 'inégalité (II.1) donne

2
P(X € C)P(d(X,0) > 1) < exp <_%>

[1I Démonstration du théoréme de Johnson-Lindenstrauss

Lanotation || || » pour la norme euclidienne sur £ est étonnante mais sans incidence sur les raison-
nements.

II1. A - Une inégalité de concentration

Q 34.

Soient 7 € Ret C = {M € M4 (R) | g(M) < r}. On peut signaler que si r est strictement
négatif, alors C = .

D’une part, 'application My 4 (R) — R®  définie linéaire sur un espace vectoriel de di-

M — M -u

mension finie est continue. De plus la norme | || sur R¥ est continue. Par composition de fonctions contin-
ues, la fonction g est continue sur My, 4 (R) . Ainsi C apparait comme I’image réciproque par g du fermé
[0,7] de R. donc C est un fermé de My 4 (R) .

D’autre part établissons la convexité de C. Soit donc (A, A, N) € {0,1] x C x C. Par inégalité
triangulaire et homogénéité de la norme || || sur R¥, on a

N1 =XN)AM+IN) u| S A=A |AL-u| + 2N -u| L (T =X)r+Ar

c’est-a-dire g (1 — A) M/ + AN) < r, ce qui signifie que 'ona (1 — A) M + AN € C. Par conséquent, C
est une partie convexe de My 4 (R).

En conclusion, C' est une partie convexe et fermée de My 4 (R).

11



Q 35.

Soit M € My 4 (R). M = (m;;)1<ick . Par définition de la norme euclidienne sur R¥, on a
1<j<d
k d 2

AL wf® =371 D miju;

i=1 \j=1

Utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R?, on obtient
2
- d

d d -
Vi e [1,k], Z"’"“‘J i | < Zm?_j Zu?
d=1 J=1

=1
d
. 2 2 o C
Comine, par hypothése Zuj = ||u||” = 1, on déduit de ce qui précéde

j=1

[ a

a2 ull® < | S mi,
=1

ou encore| | M - |l < [|[AL]|g |

Soit (r.t) € Ry x R (petit oubli de I’énoncé concernant la positivité de r).

Q 36.

Soit M € My 4 (R) vérifiant d (A, C) < t. Selon la question Q 34., est une partie convexe et
fermée de My 4 (R), non vide car 0 € C. D’aprés la question Q 4., il existe une (unique) matrice V, que
[’on fixe, appartenant & C' telle que d (AL, C) = ||M — V|| .

Par hypothese |[Af — V||p <t et, gréce & la question Q 35., I’inégalité triangulaire donne

M| S |OL=V) ul| + [V ul| S |M =V][p+ [V ul| <A =V]p+r<t+r
car Ve C.

En conclusion| YAl € My (R), d(A[,C) <t==g () <t-+r|

Q37.

Utilisons I'inégalité de Talagrand vue & la question Q 33. dans I’espace vectoriel euclidien (M 4 (R), (| ))-
muni de la base canonique (E; ;) N qui en est une base orthonormeée.

1<ig
1gj<d
Ona X = Z €154 ; ol les variables aléatoires & ;. (7,7) € [1. %] x [1, d], sont des variables
1<i<k
1gj<d

de Rademacher indépendantes et C' un convexe fermé non vide de My 4 (R). Ainsi

8
Or {X € C} = {9 (X) < r} (définition de C)et {g(X) = r+1t} C {d(X.C) >t} (contra-
posée de I"implication justifiée en Q 36.).
On en déduit I’inégalité demandée, & savoir

2
P(X €C)P(d(X,C) > t) < exp (J_)

2
PlgX)<n)PgX)2r+t)<exp <_%>




II1.B - Médianes

Q 38.

Comme {2 est un ensemble fini, il en est de méme de g (X ) (©2) . Notons ¢ (X) () = {y1....,Un}
avec y1 < -+ < yp et yp un réel strictement plus petit que y1 (par exemple yo = y1 — 1).

Suivant 1’indication de 1’énoncé considérons G la fonction de répartition de ¢ (X) . définie par
VteR, G{t)=P(g(X)<1).

La fonction G est croissante et vérifie

Vi<y, G{t)=0 . =
{ s G((t)):l Vie [Ln—1], V¢ € [y, G) =G ()

Avec ces notations, considérons ig = min< i € [1,n] | G (y;) > 50 les propriétés énoncées

précédemment assurent la bonne définition de ig. Notons alors m = y;,.
1
D’unepart P (g (X) < m) = P(9(X) < yi,) = G (ys,) et, par construction, P (g (X) < m) > 3

[N

1
D’autre part G (yi,—1) < 5 et comme P(g(X) > yi,-1) = 1-G (yig—1) - P(g(X) >Yip—1) >

. 1
Orona {g(X) = m}={g9(X) > yi,—1}. ce qui fournit notamment P (g (X) > m) > 5

En conclusion g (X) a au moins une médiane.

Q 39.

Soit ¢ € R%. On note m une médiane de g (X). Utilisons le résultat de la question Q 37. en
remplacant successivement r par m puis r par m — t. On a ainsi

i 12
P(g(X)<m)P(g(X)>m+1) < exp (‘?) P(g(X)<m—1)P(g(X)>m) < exp <_§>
Par somumation de ces deux inégalités, la définition de m donnée & la question Q 38. conduit a
2
Plg(X)z2m+t)+P(g(X)<m—t)<dexp <.__8.>

Enfin, comme {|g (X) —m| >t} = {g(X) > m+ t} | {g (X) < m — t} (union disjointe), par
additivité de Ia probabilité I’inégalité précédente s’écrit

D)
P(lg(X)—m|>2t)<4dexp (—%)

Q 40.

1
La variable aléatoire g (X)) — m vérifie les hypothéses de la sous-partie LD avec a = 4 et b = 3

Le résultat de la question Q 9. s’écrit ici | £ ((g (X) - m)2> < 32(k
Q 41.

2
k d

X -ul?= E gijuj | . Enoutre
i=1 \j=1

Avec les notations de I'énoncé, ona g (X)? = |

d 2
Vi e [[1, ,11"]] Zfi.-j“‘j =
j=1

IR

il
=

22 . . _ . o
g7 U5 + 2 E EiplpSiqlig = 1+ 2 g EipUpCiqllg

J 1<p<g<d lgp<gsd

(onaV (i, j) € [1, k] x [1,d], 7, =1 et le vecteur u est normé).
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De plus les variables aléatoires £;;, (i,7) € [1, k] x [1,d], sont centrées et indépendantes. Par

conséquent

E Z SipUpSiqllg | = Z E(ip) upE (cig) ug =0

1<p<gsd 1<p<gsd

(g(X ) ZE(I

Enfin la question Q 6., appliquée aux variables aléatoires g (X) et 1 avec p = ¢ =

Finalement

, donne

lvll—l

E(9(X)) < Vk|.
Q 42,

Par linéarité de I’espérance, on obtient
g ((g (X) - m)g) ks (9 (X>2) —2mE (g (X)) + m?

ce qui, grace a la question Q 41., fournit aisément

E ((g (X)) — m)2> > (ﬂ - m>2

II1.C - Un lemme-clé

Q 43.
Soit t € RY. Comme vu & la question Q 39., la variable aléatoire g (X) — m est a queue sous-

gaussienne avec a =4 et b = 3

Pour utiliser le résultat des questions Q 12. et Q 13, notons 6 = m.
~VEk=(g(X)-m)+ (m - \/Z) . on aboutit bien

— Vk de sorte que 62 <

o oo @

(question Q 42.). En remarquant que ['on a g (X)

P(|o )= VE| > ) < desp (@) exo (—%)

Q 44.
Soit u un vecteur normé de R?%. Avec les notations de I’énonce, on a

(i ull = 11> b = {[1x - ull - VA| > =&}
et ainsi {|||Ar-u| — 1] > ¢} C {‘g (X) - \/Z‘ = 5\/A_}

Draprés la question Q 43., on a donc
k
Pl ull =1 > &) < P (Jg (X) - VE| > = )smp(@em(_%)

. - 1
Ayant impos¢ la condition % > 160 = (_ /9) et comme 6 € J [ I"inégalité précédente conduit

Pk ul =1 > £) < dexp (4) 80 < dexp (4)

ouencore P (f||Ax - ul| — 1| > £) < exp (4) £

Comme 71n (2) > 4, on aboutit fmalement a‘ P(

A ul — 1] > ) < 6],
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I11.D - Conclusion

Q 45.
Soit (7. j) € [1, N]*. Enposant u = ”t" — Lj”, le résultat de la question Q 44. s’écrit P (Ej;) < 6.
Ui — Uy
Q 46.
Ona P ﬂ E,;| =P U E;; | et, par sous-additivité de la probabilité, la question
1<i<iEN 1<i<i<N
Q 45. donne
it . N(N-1)
P Ei' < or g ==
M Bs|< 2 PE)<—F—1
ILi<iEN 1N
: g N(N-1
Par passage au complémentaire, on an déduit| P ﬂ Ej;l21- ( 5 )6 I
1< N

Q47.

Posons ¢ = 320. Soient (¢, N,d) € ]0.1] x (N\ {0,1}) x (N\ {0,1}) et v1,...,vn vecteurs
deux a deux distincts de R%.

N ) ' 1 . .
Choisissons k& entier naturel supérieur ou égal a ¢ 2 £2 ]. Enfin posons § = N2 (qui appartient
101 In (1/6 } , . L
bien a } 0, 5 {) de sorte que &k > 160%. Avec des notations adaptées de celles introduites ci-dessus,

ona P m Eij | > 0. notamment ﬂ Ei; #0.
1i<i< N 1IN
Ce qui précéde assure 1’existence d’une matrice Ay dont ’application linéaire canoniquement as-
sociée répond a la question.
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MARCHES ALEATOIRES

Eléments de correction

Partie I : Chemins dans le plan euclidien

On s’intéresse aux chemins joignant Porigine O au point de coordonnées (p, ¢) .
Etant donnés (a, b) et (c,d) appartenant & [0, p + ¢]. on notera (a,b) ~» (c,d) I’ensemble des
chemins joignant le point de coordonnées (a, b) au point de coordonnées (c, d) .

I.  On construit, de fagon naturelle, une bijection de I’ensemble des chemins joignant ’origine O au point
de coordonnées (p, ¢) sur celui des mots de longueur égale & p + ¢ utilisant les deux lettres NV et F
(nord et est). Un tel mot est entiérement caractérisé par le placement des ¢ lettres N, ¢’est-a-dire par
le choix de ¢ numéros de places parmi p + g.

En conclusion le nombre de chemins joignant "origine O au point de coordonnées (p. q) est égal a

pta prg
( g >(°”< p >)'

2. Dans cette question, on suppose ¢ > p. On cherche & déterminer le nombre de chemins joignant

PPorigine O au point de coordonnées (p, ¢) en restant strictement au-dessus de la premiére bissectrice
(saufen O).

(a) A tout chemin joignant le point de coordonnées (0,1) au point de coordonnées (p, g) et
rencontrant la premiére bissectrice, on associe son “symétrique partiel” par rapport a la premiére
bissectrice, ¢’est-a-dire de la portion joignant O a son premier point de rencontre avec la
premiére bissectrice, en ne modifiant pas la seconde portion du chemin considéré. On définit
ainsi un chemin joignant le point de coordonnées (1, 0) au point de coordonnées (p, q) .

On définit par le méme procédé la fonction réciproque de la précédente (ce n’est pas vraiment
une involution car les ensembles de départ et d’arrivée sont distincts).

Par conséquent le nombre de chemins joignant le point de coordonnées (0, 1) au point de
coordonnées (p, q) et rencontrant la premigre bissectrice est €gal au nombre de chemins joignant
le point de coordonnées (1, 0) au point de coordonnées (p, g) .

(b) Le nombre NV (p, q) de chemins joignant I’origine O au point de coordonnées (p, ¢) sans
rencontrer la premiére bissectrice est égal au nombre de chemins joignant le point de coordonnées
(0,1) au point de coordonnées (p, ¢) sans rencontrer la premiére bissectrice. Par passage au
complémentaire, la question précédente donne

Np,g) = card((0.1) ~ (p, q)) — card ((1.0) ~ (p, q))

_ p+q—1>_<p+q—1 _a-p(ptyg
D p—1 qg+p P

Ainsi la probabilité que ce chemin ne rencontre pas la premiére bissectrice est égale a

q—r

. . +p

Application : lors d’un scrutin opposant deux candidats A (obtenant ¢ voix) et B (obtenant

p voix), supposant le tirage des bulletins de I"urne équiprobable, la probabilité qu’a toutes les

g—p

qg+p

3. A unchemin C joignant ’origine O au point de coordonnées (p. q) ne traversant pas la premiére
bissectrice, on associe le chemin d’origine le point de coordonnées (~1,0) & ’origine O, puis suivant
sans modification le tracé défini par C : ce chemin joint le point de coordonnées (--1,0) au point de

étapes du dépouillement le candidat A soit en téte est égale a




coordonnées (p, q) sans rencontrer la droite d’équation y = = — 1.

Réciproquement 4 un tel chemin, on associe, en en “supprimant” Je saut de puce de (—1,0) a
(0,0), un chemin joignant I’origine O au point de coordonnées (p, q) ne traversant pas la premiére
bissectrice.

Par conséquent, le nombre N (p, g) de chemins joignant 1’origine O au point de coordonnées (p, ¢)
ne traversant pas la premiére bissectrice se déduit, par translation, du résultat de la question précédente.

Ainsi i )
gril-p(p+qg+
N.I ) = N s 1 o —
(v, q) (p,g+1) q+1+p< 7 )
Puis la probabilité demandée est
q+1—p(p+q+1
g+1+p p L

(p+q) g+1
p

Partie IT : Marche aléatoire sur Z

Une puce se déplace sur Z en partant de 1’origine et en se déplagant d’un saut & gauche ou a droite
de fagon équiprobable.

1. Soit n € N*.

(a) On peut introduire ’ensemble 2 des 2n—listes d’éléments de {—1,+1} pour modéliser
I’expérience considérée : on a card Q2 = 22", De la méme fagon que dans la partie I, le retour de
la puce a I’origine aprés 2n sauts se traduit par I’obtention de n sauts 4 gauche et de n sauts &
droite (pour réaliser les 2n premiers sauts), ¢’est-a-dire le placement de . sauts & gauche (par

. . . 1 2n
exemple) parmi les 2n premiers. Par conséquent P, = 2on ( N ) .

(b) Reprenant la modélisation de la partie I, il s’agit de dénombrer les chemins de longueur 2n
joignant ’origine O au point de coordonnées (n,n) sans rencontrer la premiére bissectrice
(exceptés en (0,0) et (n,n)), c’est-a-dire aussi les chemins joignant le point de coordonnées
(0,1) (respectivement (1,0)) au point de coordonnées (n — 1,n) (respectivement (n,n — 1))
sans rencontrer la premiére bissectrice, donc “toujours en-dessous™ ou “toujours au-dessus”
(d’ou le facteur 2 dans le dénombrement qui suit) : selon la question I 2., le nombre de ces
chemins (p =n — 1 et ¢ = n ou cas symétrique) est égal a

2 2n—1
2n—1 n

Ainsi la probabilité que la puce revienne & ’origine, pour la premiére fois, aprés 2n sauts est
dgatea 1L (-1
Bt T 1\ a0

2. On modélise la marche aléatoire de la puce & ’aide d’une suite de variables aléatoires (X,)
indépendantes de méme loi définie par

nelN*

P(X1=1):P(X1:—1)=%



n
On pose Sp =0 et Vi € N*, 5, = 5y + Z X (position de la puce apres le n™¢ saut).

. . K= . . - . Py
(a) Soit n € N*. C’est ce qui semble ”ewclient” qui est le moins facile a formaliser. Considérons
i
1’événement contraire de celui qui nous intéresse, a savoir U Z Xp=05%.

) izn+l (k=n+1
Soit p € N*. Nous pouvons écrire (S, étant a valeurs dans [—n, +n])

n+p i n i
U {Z Xk:o}: b <> X5=08.=k

t=n+1 (k=n+1 k=—n | j=n+1
puis
n+p i n n+p
P( U { Xk=0}> = P( U {Xn+1+---+Xi:o,Xl+v-'+Xn:k}>
i=n+1 (k=n+1 k=-n 1=n+1
n4p
Pour k appartenant a [, +n], on peutdévelopper P ( U {Xpp1+-+Xi=0.X14+ -+ X, =k}
t=n+1
a I’aide de la formule du crible, comme combinaison linéaire de quantités de la forme (pour
r € [L.p])
Z P{Xp+ - +X;=0,..,X_ 1+ +X; =0, X1+ -+ Xn=k})

n+1<d <ip <. <6 <n+p
Selon le lemme des coalitions ”étendu”, les variables aléatoires X, j € N*, étant indépendantes
de méme loi, la somme précédente s’écrit aussi
) P{Xpp1++ Xy, =0,..., Xi_ 1+ + X, =0} P(X1+ -+ Xn=k)
n+1<i <o <. . <t.<n+p
puis
) P{Xi+ 4+ Xy =0, % 41+ +X, =0})P(X1+-- + Xn=k)
151, <o <. . <ipKp
Réinjectant ces expressions dans la formule du crible (que nous n’avons pas développée)
mentionnée ci-dessus, on aboutit &

(U 42 o0 -0 )

et cette quantité ne dépend pas de 7.
On conclut finalement 4 I’aide de la propriété de continuité croissante (en faisant tendre p vers
1”infini) qui fournit

(W) - (o) e (Ofes)

izntl Lk=ntl \i=nt1 Lh=nl

quantit¢ indépendante de n.

)



(b) La formule de Stirling appliquée & la valeur trouvée & la question 1. (a) fournit
1
Py~ —=
"/
Par comparaison 4 un exemple de Riemann, la série > P, est divergente.
(c) On peut partitionner 1’événement A ="la puce ne passe qu un nombre fini de fois par 1’origine”
par le temps de dernier passage & I’origine qui est nécessairement pair. Ainsi

A= (Son=0et (Viz2n+1, S #0)}= 4 |{Sen=0} [ {i: Xk;éo}

neN neN i22n+1 \k=2n+1
Lunion précédente étant disjointe, on trouve donc

+oo i
PA) =) P{Sn=0} {Z st«éO}
n=0

iz22n+1 (k=2n+1

i
(d) Utilisant le résultat de la question (a), la quantité P m { Z X # D} est
i22n+1 \k=2n+1
indépendante de n : notons la p. Par indépendance des variables aléatoires X, j € N*, ona

“+o0 ) “+o0o
PA) =Y P(Sm=0P| { > Xk7éo} =Y Pup
n=0

n=0 iz2n+41 \k=2n41
La divergence de la série . [P, impose donc p = 0 : par conséquent P (A¢) = 1, ce qui signifie
que la puce retourne presque sfirement une infinité de fois a ’origine.
(e) Pour n € N*, notons B, I’événement ”la puce repasse par [’origine aprés 2n sauts”. Linclusion
Ac C U B, impose

nzl

P UBn =1
n=1l

ou encore, selon le résultat de la question 1. (b),

+Z°:° 11 2n—1Y _,
22n=19p _ 1 n N
n=1

Partie XIII : Marche aléatoire sur Z>2

Dans cette partie, on étudie la marche aléatoire d*une puce sur Z2 i partir de I’origine.
On considére une suite de vecteurs aléatoires (Dy),,cp« (avec Vn € N*, D = (X5, Y,)) in-
dépendants de méme loi définie par

Vn € N*, P(Dy = (1,0)) = P(Dy = (~1,0)) = P (D1 = (0,1)) = P (Dy = (0, -1)) = %

n
Onpose Sp =0etVne N*, S, = Sg + Dy, (position de la puce aprés le n™° saut).
p
k=1

1. Soit n € N*.



(a) Ayant, par exemple,
1
PXi=1Yi=1)=P(D1=(L1)=0 PXi=D)P¥=1)=7
les variables aléatoires X, et Y, ne sont pas indépendantes.

(b) On pose Up = X, + Yy et Vi, = Xy, — Yy, Les valeurs atteintes par U, et V, sont +1 et —1let
P((Un,Vu) = (L,1)) = P((Un,Va)=(-1,-1))

= P((Unavn) =(-1,+1)) =P ((Umvn) = (1, _1)) = %

Ainsi les variables aléatoires Uy, et V;, sont indépendantes ; on peut remarquer qu’elles ont
méme loi.

Pour n € N*, notons P, = P (Sy, =

0)
Puisque ’on a

1

Vk € N*, X]CZE(U}C-I—V]C) Y, =

[NeRN

(Ux — Vi)
on peut écrire

2n 2n
{Son =0} = {ZUkzo,ZVk :0}
k=1 k=1

Par indépendance des variables aléatoires en jeu (il faudrait finir de la justifier en utilisant I’extension
du lemme des coalitions), on obtient

() (o) ()

On reconnait dans la derniére probabilité celle calculée dans la question I 1. (a) . Ainsi

1 [/ 2n\\? . 1
P, = (ﬁ( N >> puis P"Nﬁ

Par comparaison de séries & termes positifs, la série > P, est divergente.

1
En adaptant le raisonnement de la fin de la partie II, en remplagant Z X # 0 par

k=2n+1
7

Z (XpYi) # (0,0), on prouve que la puce retourne presque siirement une infinité de fois a
k=2n+1
I’origine.

Partie IV : Marche aléatoire sur Z°

Dans cette partie, on étudie la marche aléatoire d’une puce sur Z* a partir de I’origine.
On considére une suite de vecteurs aléatoires (Dy), e+ (avee Vo € N*, Dy = (Xp, Yn, Zn))

indépendants de méme loi définie par

Vn € N*, P(D; = (1,0,0)) =---=P(D; = (0,0,-1)) =é

On pose Sé?’) =0 et Vn € N*, ,(13) = S((JS) + EDIC (position de la puce aprés le n™¢ saut).

k=1



Pour k appartenant a {1,2,3}, on note IP’,(lk) la probabilité de retour a I’origine de la puce en 2n
sauts dans Z* (voir parties I1 et I11).

I. Pour n € N*. Le retour & ’origine de la puce en 2n sauts s’effectue a I’aide d’un certain nombre
(noté p) de déplacements (+1,0,0) du méme nombre de déplacements (—1,0,0), d’un certain
nombre (noté g) de déplacements (0, +1,0) du méme nombre de déplacements (0,—1,0), et d’un
certain nombre (noté ) de déplacements (0,0, +1) du méme nombre de déplacements (0,0, —1)
avec 2 (p + g +r) = 2n. La partition ainsi définie conduit & la formule demandée, a savoir

PE) — 1 i (2n)! _ L - 2n 2(n —m) (‘%n‘e.)! ]
b 62 Z (P!)Z(q!)z (T!)Q 62n Z ( 2m ) ( [ > Z (;u!)z (gh)*

ptgtr=n m=0 pt+g=m
Par récriture de la somme triple ci-dessus, on obtient ensuite
1 (2n)! (2n) (2(n—m))! (2m)!
PY) = — — ' N BT
" 62n p;n @) (") (n — (p+)!)* 62“ Z (2m)! (2(n—m))! ((n— m)!)? p;m ()2 (¢")?
1 ¢ ( 2n ) < 2(n—m) ) (2m)!
- g2n - 2/ 12
62 n;) 2m n—m er(;Z:m ()2 (g1

2. (a) Soit £ € N* (la relation demandée est claire dans le cas £ = 0). Ona

S( -2 () ()

Considérant un ensemble E de cardinal 2¢ dont on utilise une partition {A, B} en deux
sous-ensembles de cardinal £ chacun, le décompte du nombre de parties de £ de cardinal égal a
2 (selon leur traces sur A et B) fournit I’égalité

(V)2 () (")

En conclusion, pour tout entier naturel 4, on a

(1) = (%)

(b) Soit n € N*. Pour £ appartenant & [0, n], un rappel de I’énoncé (et la relation obtenue dans le
(a)) fournissent

E (9{0) (){} 2 <2E>(2£> <2£>2_ ar(2)
peaee P () oy Z( > 4 4 ¢ ) =2
puis

1 2(n-1) 1 (20)! 1 2(n—=1{) (20)!

PO p® _ < ) ) - -

n 92n— 2L n—17 242 p%z (?ﬂ}l (q‘)z 22n+2€ n—f ;Ff (1)')2 (q,)z
et finalement, utilisant 1., on aboutit é

20 n (1) w(2)
” 32n 22 < 20 > n— Z]P)

10
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(c) Selon les valeurs obtenues dans les parties I et III, on a ]P’g) =0 ) et IP’g) =0 <_'r;) .

N
S

Ainsi il existe deux réels positifs C et Cy, que I’on fixe, tels que
vn e N*, PO <4 P <&
n n
Sot n € N*. Selon I’expression de la question précédente, on peut écrire
(1), pl2) n—1 2¢ 2n—24

IP%S) < IPn, + ]Ihn + 0102 Z 2n g 2-_ __—1_

32n ny/n par 20 3 3 / ] 7

n n
Gréce au résultat que 1’énoncé suggere d’admetire sans démonstration et & la majoration

]P’S) + ]P’ff) < 2, on en déduit que ’on a ]P’S) =0 < 1 > .

/i

Pour n entier naturel, notons A, ’événement "la puce est a I’origine & l’instant 2n” : on

PO = p (An). Comme la série 3 P (Ay) est convergente (voir question précédente), le lemme

de Borel-Cantelli fournit P m U Ay = 0 : en conclusion la puce ne retourne presque
neN \kzn
sirement qu’un nombre fini & I’origine.

Question subsidiaire.
Considérons la fonction f: ]0,1[ — R . La fonction f est de classe C* sur ]0,1] et

€T | —d
vz €]01], f(z) = —i 2

g2 (1- x)3/2'
Le tableau de variations de f est le suivant :

/1 —1x

Soit n € N; = ”assez grand” pour que ce qui suit ait un sens (il s’agit de faire tendre n vers

. . . . 1 1
I’infini). Les valeurs de f qui nous intéressent sont celles qu’elle prend sur Pintervalle [—, 1- —] :
n n

11



. ] |1
découpons cet intervalle en trois, a savoir | —,
n

1 (5] )
3_3—',1__1_
n

I

et . Utilisons les variations de f ainsi que les variations de la suite des

t

coefficients binomiaux (( 22 )) , qui est croissante sur [1, [—J]] et décroissante sur
1<e<n—1 2

n . ) .
[[[—J +1,n — 1], pour majorer chacun des trois “morceaux” de la somme considérée. Notamment,

2
(B ) D ()

ona
Posons 5 s
2n 2 1\ "~ 1
wee—tee=(5) () () [are

T (22

D’une part

3(13]+)

2 3(15]+) 9 B4
2n 1\2%" ps3/2 : . 2n 10\ 32 gl3l+
D, o< 3] +1 )\3 ), < 5]+1)\3) =02
il 3 n—1 = 3 n—1

2n 2277.

Or la formule de Stirling fournit un équivalent de ( l EJ 11

1
> dominé par —
3

ETET

2n 92
SR 23 . ; . . .
c’est-a-dire — . Ceci permet d’obtenir un majorant de ce premier morceau de somme par un

\/7_-,, 5‘511/3
n 2271\3L%J +1

\/m 55n/3
2n I_%J 3 A3
2 < exp (nln (4\/§>> et @ ~ 0.40

Ron/3 55/3 R5/3

terme dominé par Or

Par conséquent, ce premier morceau de somme a pour limite 0 quand 7 tend vers I’infini.
Par syméfrie on justifie, de la méme maniére, que le troisiéme a le méme comportement.
Enfin

3% -

. 1

6~ 2 2\ % /1) 2% . ’ 6
Sl 1O MR SRt
}(13)42) =
Tout ceci fournit finalement le résultat voulu.

,_
<l
—_
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