Epreuves orales
des Ecoles Normales Supérieures

2019

Algebre

(PLSR, proprement infaisable)

Existe-t-il une fonction f de € dans C telle que fo f=exp?

a:)
Soit E = {% +3+1; (a,b,0) € IN*S}H]O,I[. Déterminer sup E.

"

L’ensemble des permutations de N est-il dénombrable ?

(PLSR)

Quels sont les éléments n de N* tels que Vne Q?

isn)

Si n € N*, soit o(n) la somme des diviseurs de n dans N*.
On dit qu’un élément P € N* est parfait si o(P) = 2P.
(a) Soit p € N* tel que 2P — 1 est premier. Montrer que p est premier.

et

[

9]

'S

[

(b) Montrer que, si p est un élément de IN* tel que 2P — 1 est premier, alors 2P~ (2P — 1) est parfait.
On admet dans la suite que tout nombre parfait pair est de la forme précédente. On considere un nombre
parfait pair, que I’on écrit donc sous la forme P = 2P~ (22 — 1) ott p € N* est tel que 2P — 1 est premier.
Dans les question (c),(d) et (e), on suppose p # 2.

(c) Déterminer la classe de P modulo 12.

(d) Montrer que P — 1 et P + 1 ne sont pas des carrés.

(e) En considérant la classe de P — 1 modulo 4 et celle de P+ 1 modulo 3, montrer que P—1 et P+1 ne
sont pas parfaits.

(f) Montrer qu’il n’existe pas de couple de nombres parfaits consécutifs.
(g) Prouver le résultat adinis.

o [ @)

(a) Soit o un nombre réel irrationnel.

Montrer que, pour tout n € N*, il existe (p,q) de Z x [1,n] tel que ‘oz - %‘ < an'
(b) Soit d € N*. On suppose que d n’est pas un carré parfait.

Montrer que I'équation a? — db® = 1 posséde une solution (a,b) € Z* telle que b # 0.

7 [ac:8] @)

Montrer que, si m et n sont dans N*, n divise 3 m*"".

k=1
s )
Pour n € N*, g(n) désigne le nombre de diviseurs premiers de n comptés avec multiplicité ; par exemple,
g(5%) = 2. Calculer, pour n € N*, ¥ (—1)9(@,
d|n
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(a)- Soit A une partie de N* non vide et stable par addition. On note p le pged des éléments de A. Montrer
qu’il existe 7y € N tel que Vn =2 nq, pn € A.

(b) Soient G' un ensemble non vide et A C G x G. Etant donné (z,y) € G?, on appelle chemin de z & y
toute suite ({g, ..., f,) d’éléments de A dans laquelle z est la premiére composante de £y, y la deuxidme
de £, et pour tout k € [0,n — 1], la deuxidme composante de £ est la premiére composante de Lrya .
On dit alors que n.+1 est la longueur d’un tel chemin. On suppose que pour tout (z,y) € G? il existe un
chemin de z & y. Etant donné z € G, on note T, le pged des longueurs des chemins de z & x. Montrer

que x — T est constante.

(c) On conserve les hypotheses de la question précédente. Montrer que la valeur de x — Ty cet lo plus grand
entier naturel p pour lequel il existe une famille (Gi)rez/pz partitionnant G et dans laquelle, pour
tout (z,y) € A, il existe i € Z/pZ tel que z € G; et y € Gy .

(sw)

On note Z[i] = {a +1ib;(a,b) € Z*}. Pour z € Z[i], soit N(z) = |z|?.

(a) Montrer que Z[i] est un sous-anneau de €. Déterminer ses éléments inversibles.

(b) Si z et y sont deux éléments de Z[i] et = # 0, montrer qu'il existe (q,r) € Z[i]? tel que y = qz +r
et N(r) < N(z). En déduire que les idéaux de Z[i] sont principaux.
(c) Pour n et k dans N*, soit s, e =% > 2. Montrer que snj € Z[i].

W

zEZ[4]
N(z)=n

Soit d € N* sans facteur carré. On note Z[d] = {a+bvd | (a,b) € Z*} et on pose N(a+bvd) = a2 — db>

pour tout (a,b) € Z*>.

(a) Montrer qu'il existe w € Z[Vd)] tel que {z € Z[d] : N(z) = 1} = {ew* |e € {-1,1},k € Z}.

(b) Montrer que w # +1.

On commencera par montrer qu'il existe un réel C' > 0 tel que {z € Z[d] : |N(z)| < C} soit infini.

%

Pour n € N*, soit g(n) le maximum des ordres des éléments de S,.

Pour quels n l'entier g(n) est-il impair ?

%

Pour n € N, on note g(n) le maximum des ordres des éléments de S, .
Montrer que Vk € N*, %ﬁ—) - +oo.

usw

n—+oo

Soient (G,.) un groupe, Aut(G) lensemble de ses automorphismes.

(a) Montrer que (Aut(G), o) est un groupe.

(b) Quels sont les groupes finis tels que Aut(G) soit réduit & un élément ?

(P)

Les sous-groupes stricts de (®,+) sont-ils monogeénes ?

(P)

Soit G un groupe.

(a) On suppose que G posséde un nombre fini de sous-groupes. Montrer que G est fini.

(b) Le résultat de la question précédente subsiste-t-il en remplacant < fini » par « dénombrable » ?

%

Soient G' un groupe, d € R, Es I’ensemble des applications f de G dans R telles que :

V(e y) € G2, |f(zy) — f(x)f(y)] <o

(a) Montrer que, si f € Es n’est pas bornée, alors V(z,y) € G2, f(zy) = f(z)f(y).
(b) Trouver C > 0 tel que, pour toute f € Fjs, on ait :

soit

Ve e G, |f(z)| <C

soit

V(z,y) € G?, f(zy) = f(z)f(y).
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s ”

Soit (G,.) un groupe. Si f est une fonction de G dans R, on dit que f est un quasi-morphisme
s’il existe C > 0 tel que V(z,y) € G2, |flzy) — f(z) — f(y)| < C et que f est un quasi-caractére
si V(n,z) € Z x G, f(z™) = nf(z). Montrer que, pour tout quasi-morphisme M de G dans R, il existe
un unique quasi-morphisme qui est aussi un quasi-caractére @@ de G dans R tel que M — @ soit bornée.

19 (PLSR)

Soit p un nombre premier impair. Soit a € Z/pZ \ {0}.
On pose mg : © € Z/pZ — azx. Montrer que m, est une permutation de Z/pZ, et qu'elle est de
signature 1 si et seulement si a est un carré dans l'anneau Z/pZ.
20 (SE)

Soient G un groupe fini, H et H' deux sous-groupes de G. On dit que H et H' sont conjugués dans G
lorsqu'il existe g € G tel que H = gH'g™!.

(a) Montrer que si H et H’ sont conjugués dans G alors ils sont isomorphes.

(b) Donner un contre-exemple & I'implication réciproque.

(c) On suppose H isomorphe & H'.
(i) Vérifier que ¢ : g € G — [h > gh] € S(G) est un morphisme injectif.
(ii) Montrer que 8'il existe v € S(G) tel que p(H) = v~ 1p(H')y et v(1g) = 1, alors v se restreint &
un isomorphisme de H sur H'.
(iii) Montrer qu’il existe un entier r > 1 et des éléments 1, ...,%,, &1, ..., 2, de G tels que (Hz;)1<igr
et (H'z))1<igr partitionnent G.
(iv) En déduire que @(H) et o(H') sont conjugués dans S(G).

21 (PLSR)

Soit (G,.) un groupe fini. Pour z € G, on note w(z) l'ordre de z.

(a) Pour z € G,k € Z, exprimer w(z*) & I'aide de w(z) et k.

(b) Soit # € G. On suppose que w(z) = mn ol m et n sont deux éléments premiers entre eux de N*.
Montrer qu’existent y et z dans G, d’ordres respectifs m et n, tels que z = yz = 2y.

(c) Soit m € N*. Montrer que le nombre de z € G tels que w(z) = n est divisible par ¢(n).

(d) Soit d € N* un diviseur de |G|. On écrit d = p*s ol p est premier, « € N, s entier premier & p. On
note Agp = {z € G; w(z)|dp} et Ag = {x € G; w(z)|d}. Montrer que p*(p — 1) divise |Agp \ Aql.

2 isw

(a) Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrer que G est cyclique si et seulement si, pour tout d € N* divisant
n, G admet au plus un sous-groupe de cardinal d.

(b) Soit K un corps fini. Montrer que (K*, x) est cyclique.

(¢) Soient p un nombre premier impair, K un corps fini de cardinal 2. Montrer que X* + 1 est réductible
sur K.

23 (PLSR)

Si G est un groupe, on dit que G vérifie la propriété P si, pour tout sous-groupe H de G, il existe k € N
tel que H soit le sous-groupe de G engendré par {g*; g € G}.

(a) Montrer qu'un groupe monogene vérifie P.

(b) Montrer que, si le groupe G vérifie P et si ¢ est un morphisme de groupes de source G, alors ¢(G)
vérifie P.

(c) Montrer que, si G vérifie P et est infini, le seul élément d’ordre fini de G est e.

24 (PLSR)

Soient n > 2 un entier, a et b deux éléments distincts de {1,...,n}, Ga le sous-groupe de S, engendré
par (ab) et (12...n). A quelle condition a-t-on Gap = S, ?

25 (PLSR)

(a) Montrer que tout automorphisme de Sy est intérieur.
(b) Déterminer un automorphisme non intérieur de Sg.

26 |AGJF: pg| (PLSR)
Soient A lanneau C([0,1],R), c€[0,1] et I. ={f € A; f(c)=0}.
(a) Montrer que I, est un idéal de A et que les seuls idéaux de A contenant I, sont A et I..

(b) Montrer que I. n’est pas de la forme fA pour un f de A.
(c) Montrer que I, n'est pas de la forme f1A+ -+ finAd ot m € N” et ol les f; sont des éléments de A.
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w B @
n—1

Soient n € N*, P = 3" (n— k)X*. Le polynome P a-t-il des racines de module majoré par 17

k=0
2 w

Quels sont les P € Z[X] tels que Vz € U,|P(2)| <17

0 [F5] @

Déterminer les P € €[X] unitaires tels que Vz € U,|P(2)| < 1.

0 [F] (0

(a) Soient A, B,C trois éléments de C[X] premiers entre eux dans leur ensemble tels que A + B +C = 0.
Montrer que le nombre de racines distinctes de ABC' est minoré par max(deg(A), deg(B), deg(C)) + 1.

(b) Soit n > 3 un entier.
Décrire I’ensemble des triplets (P, @, R) d’éléments de C[X] tels que P" + Q™ + R"™ = 0.

s z

Montrer qu'il existe P € Z[X] ayant huit racines de module 1, deux racines dans R7 , tel que P(0) =1
et irréductible sur Q.

2 [Foe] )

On note ( n)n>1 la suite des nombres premiers rangée dans l'ordre croissant.

Montrer que P = X" +p; X" 1 4+ p,X""? + ... + p, ne peut s’écrire comme produit de deux polyndmes
non constants de Z[X].

s [F3] #

Soit P € R[X] tel que P(R}) C R . Montrer qu’il existe n € N tel que (1 + X)"P soit & coefficients
dans R .

%

Pour n € N* et 0 € S,, soit inv(s) le nombre de couples (i,5) de {1,...,n}? tels que i < j et
a(i) > a(j).

n—1 k
(a) Montrer que . X = ] (E Xi).
i=0

o€S, k=1

3

>

(b) Pour n € N*, soit f(n) le nombre de ¢ € S,, tels que inv (o) soit divisible par n + 1. Montrer qu’il y a
une infinité de nombres premiers p tels que f(p — 1) > g'—;—l)—' et une infinité de nombres premiers p tels

ave 1(p—1) < 252,

35 (PLSR)

On munit R? de sa norme euclidienne standard, et on note S sa sphere unité. Soit P € R[X,Y]. On
suppose que P(z,y) tend vers +oo quand |(z,y)| tend vers 4oo.

(a) Montrer que pour tout (z,y) € S, la fonction ¢ — Ltfﬁl tend en +o00 vers une limite ¢z, € R} U{+00}.
(b) On note A= {(z,y) € S: ¢z € R}. Montrer que A est fini ou égal & S.

36 (P)
Soit n € N*.
Trouver les fonctions f de My, (R) dans R telles que V(X,Y) € M,(R)?, f(XY) < min{f(X), f(Y)}.

37 (P)

Soient (m,n) € N* x N*, A;,..., A, des éléments idempotents de M, (R), c’est-a-dire vérifiant

Ar Ay = Ap. Montrer que Z(n —1g(4;)) > 18 (I" - H Ai) '
=1

i=1
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58 [GA3] (o1

On fixe n € N*. Une matrice M de M, (R) est dite bistochastique lorsque tous ses coeflicients sont
positifs et que la somme de ses coefficients sur une ligne ou une colonne quelconque vaut 1. On note
D, (R) Yensemble formé par ces matrices.

(a) Montrer que D, (R) est convexe.
(b) Un élément P de D, (R) est dit extrémal lorsque :

V(A,B) € D,(R)?, vt €10,1[, (1—-t)A+tB=P= A= B.

Montrer que toute matrice de permutation est un élément extrémal de D, (R).
(c) Montrer que tout élément extrémal de D, (R) est une matrice de permutation.

39 ®)

Soit (4, B) € M,(R)? avec B2 = B. Montrer que rg(AB — BA) < rg(AB + BA).

"

d
Pour P = 3 axX* dans R[X], soit fp I’endomorphisme de R[X] défini par
k=0

VQ € RIX], fr(Q) = ZakQ

(a) L’endomorphisme fp est-il un automorphisme ?
(b) Etudier les propriétés de fp.

%

Soient m > 2 un entier, A et B dans M,(R). Si j € {1,...,n}, soient A; la matrice obtenue &
partir de A en remplacant la premiere colonne de A par la j-iéme colonne de B, B; la matrice obte-
nue a partir de B en remplagant la j-ieme colonne de B par la premiere colonne de A. Montrer que

det(A)det(B) = Zdet( ;) det(B;).

: [EZois] @

Soient n > 2 un entier, A et B dans M,(R), t1,...,tn41 des nombres réels deux a deux distincts.
Montrer que Vie{l,...,n+1}, det(A+¢B) =0 si et seulement s’il existe deux sous-espaces V et W
de R™ tels que A(V) Cc W,B(V) C W et dim(W) < dim(V).

AL,AGPol: 8| (L)

On note Uy, = |J U, . On note F lensemble des fonctions définies sur un ensemble de la forme U \ 4,
neN*
oll A est fini, et & valeurs dans €. Deux telles fonctions f et g sont dites équivalentes, et on note f ~ g,

lorsque f et g coincident en dehors d’une partie finie de Uy,
(a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur F.
Munir ’ensemble quotient F = F/ ~ d’une structure naturelle d’anneau.

(b) Montrer qu'en associant & toute fraction R € €(X), dont I'ensemble des péles est noté P, la classe
d’équivalence de z € U \ P — R(2), on définit un morphisme injectif ¢ de l'anneau €(X) dans I'an-
neau F. Vérifier que la loi externe (R, f) > #(R)f enrichit le groupe (F,+) en un C(X)-espace vectoriel.

(c) Pour u € Uy, on note o(u) l'ordre de u dans le groupe U. Pour k£ € N, on note f; la classe d’équivalence
de la fonction u € Uy, + o(u)*. Montrer que (fi)ren est libre dans le €(X)-espace vectoriel F.

a4 (P)
Soient E un Q-espace vectoriel, p € L{E) un projecteur.
L’endomorphisme ¢ de L(E) défini par Yu € L(E), p(u) =uop+ powu est-il diagonalisable?

45 (PLSR)
Pour (A4, B) € M,(C)?, on pose [A, B] = AB — BA.
(a) Montrer que [[4,B]?,C] =0 pour tout (4, B,C) € Ma(C)*.
(b) Montrer que, pour tout (4, B) € My(C)?,
AR+ BA— Tr(A) B — Tr(B) A + (Tr(A) Tr(B) — Tr(AB)) I = 0.
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w
(a) Soit P € Q[X] unitaire de degré 2 de discriminant non nul. Montrer que les matrices de M2(Q) ayant
P pour polynéme caractéristique sont toutes semblables.

(b) Soient p un nombre premier impair, et P € (Z/pZ)[X] unitaire de degré 2 sans racine multiple. Soit
A € My(Z/pZ) de polynome caractéristique P. Déterminer la probabilité pour qu’une matrice B tirée
uniformément dans GLy(Z/pZ) commute avec A.

isw

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, f € L(E). On dit que f est cyclique 8'il existe z € E
tel que E = {P(f)(z); P e C[X]}.

(a) On suppose que f est cyclique. Montrer que tout endomorphisme induit par f est cyclique et que 'en-
semble des sous-espaces de E stables par f est fini.

(b) On suppose que Pensemble des sous-espaces de E stables par f est fini. Montrer que f est cyclique.

(SR)

Soient n € N*, A € M,(R) telle que

V(i) €{l,...,n}% Ai; €RY et Vie{l,...,n}, Y Ay =1
j=1

(a) Montrer qu'il existe V € M ,(R)\ {0} tel que VA=V

(b) On note |V| I'élément de Mj »(R) dont les coordonnées sont les valeurs absolues de celles de V. Montrer
que |V|4A=1|V].

(c) Montrer qu'il existe un unique W € M ,(R) & coordonnées dans R, et de somme 1 tel que WA =W.

(SR)

Soient n € N*, A € My(R) telle que V(i,7) € {1,...,n}?, A;; € RT etqueVie {1,...,n}, 3 Aij=1.
j=1

(a) On suppose que les A4, ;, 1 < 4,7 < n sont tous non nuls. Montrer que Ker(A — I,,) est de dimension 1.
On pourra remarquer que, pour un vecteur arbitraire X de Ker(A — I,,), tous les coefficients de X ont
meéme signe.

(b) On suppose maintenant qu’il existe » € N* tel que A" ait tous ses coefficients strictement positifs. Montrer
que Ker(A4 — I,) est de dimension 1.

Red,Top : BA| (SR)

Soient n € N*, A € M,(R).

On suppose que Y(i,5) € {1,...,n}? Ai; € R} et que Vi € {1,...,n}, > 4
i=1

5

; = 1. Etudier la

convergence de la suite (A%)x>0.

)

(a) Sin e N*, montrer que le groupe GL,(Z) des inversibles de 'anneau M, (Z) est ’ensemble des matrices
de My (Z) de déterminant +1.

(b) Soit M € GL3(Z) n’admettant ni 1 ni —1 comme valeur propre.
Montrer que M est diagonalisable sur C.

w

Soient n € N*, A € GL,(Z). Montrer que soit A a une valeur propre de module strictement supérieur
4 1, soit il existe k € N* tel que AF — I, est nilpotente.

w

Déterminer les éléments d’ordre fini de GLo(Z).

)

Soit r € Q. Montrer qu'existe M dans GL2(Q) telle que M2 = I, et dont la somme des coefficients est r.

(P)
Soient n € N* et (4, B) € Mn(R)? tel que AB = BA et A" = B™ = I,,. Montrer que si Tr(AB) =n
alors Tr(A) = Tr(B).
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. 2
Soient n > 2 un entier, A et B dans GL,(C), X et Y dans C".
(a) On suppose que Yk € N*, A*X = B*Y. Montrer que X =Y.

(b) Déterminer le plus petit N de IN* tel que, pour toutes matrices A, B € GL,(C) et tous vecteurs X,V
de C", la condition Vk € {1,..., N}, A*X = B*Y implique X =Y.

57 |PolRed: a| (P)

Soit P € R[X]. Montrer que P n’a pas de racine réelle si et seulement si pour toute A € My(R),
det(P(A)) =0 implique P(4) = 0.

58 [PolALSE: 8| (P)

Soient A € Mp(C) et P =det(XI, — A).
Onpose P=X"4+c1 X"t dep=(X—2) (X —2z,).

U
(a) Calculer de deux fagons ). w—_(z% pour z € € avec |z| > max |zi] .
=1 g Sisn

Tr(A) 1 0w 0

Tr(A?%) Tr(A) 2 :

(b) SoitkEﬂl,n]].Montrer:ckz% 0
Tr(AF-1) k-1
Tr(A%)  Te(A*1) .- Tr(4%) Tr(4)

5 ®

Soient n € N*, p e N*, A € M, (€) admettant n valeurs propres distinctes. Résoudre AX — XA = XP
dans M, (C).

o %

Soient A et B deux matrices de Mo(R) telles que det(A) > 1, det(B) > 1 et AB = BA. On s’intéresse
aux suites (vg)ren de vecteurs de R? telles que vy # 0 et, pour tout k € N, vpy1 = Avy ou vgy1 = Bug.
Montrer qu'il existe vy tel que toute suite ainsi définie de premier terme vy soit non bornée. Le résultat
subsiste-t-il si on omet I’hypothese AB = BA ?

3 )

Soit n > 2 un entier.

(a) Soient A et B dans M, (C), L la matrice de Mp(n_1)2,,(C) dont les lignes sont les A‘B7 — BIA?,
pour 1 <i,5 <n— 1. Montrer que A et B ont un vecteur propre commun si et seulement si rg(L) < n.

(b) Montrer que ensemble des A de M, (C) tels que A et * A n’admettent aucun vecteur propre commun
est un ouvert dense de M, (C).

62 (PLSR)

(a) Déterminer une famille libre d’éléments de M,,(C), commutant deux & deux et de cardinal 1 + {”TQJ )

(b) Montrer qu’une famille commutative d’éléments de M,,(C) est cotrigonalisable.
(c) Montrer que le cardinal d’une famille libre d’éléments de My (€) commutant deux & deux est majoré

par 1+ L-’Z—QJ .

s [557]

Soient n € N*, (F,(,)) un espace euclidien de dimension n, (e1,...,e,) une base orthogonale de E.
Si 1< i< n,soit di = |le. Soit m € {1,...,n}. Montrer que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) il existe un sous-espace V' de E de dimension m telle que les projections orthogonales de ey,..., e,
sur V' ont méme norme.

n
(#4) pour tout i € {1,...,n}, on a d;* (E d—i:;) =>m.



64

65

66

67

68

6

Ne]

70

71

72

7

]

‘ Ecoles Normales Supérieures — MP - 2019l

s

Soient, [a,b] un segment de R avec a < b et w: [a,b] - R} continue. On pose E = C([a,}], R).

ah
Pour (f,g) € E?, on pose (f,g) = F() g(t) w(t) dt.

(a) Montrer que (, ) est un produit scalaire sur E.

(b) Montrer qu’il existe une suite (P, )nen € R[X]N dont la famille de fonctions polynomiales associées soit
orthonormée pour (, ) et P, soit de degré n pour tout n € N.

b
(c) Soit f € E. Pour n € N on pose a, = / f(t) Po(t) w(t) dt. Montrer que > a2 converge et exprimer
a n>0
simplement sa somme a 'aide de f et de w.

AQ,SfSn: 8| (L)
Soit E espace des fonctions polynomiales de [-1, 1] dans R. On munit E du produit scalaire donné par
Y(f,9) € E%, (f,9) = / f(cosd) g(cosB)db. Pour n € N, solent E,, le sous-espace de F constitué des

0
fonctions polynomiales de degré au plus n, 1L, le projecteur orthogonal de E sur E,. On fixe g € E.
Pour n € N, soit M, , I'endomorphisme de E, défini par Vf € E,, M, (f) = II,(fg). Etudier
asymptotiquement la suite (Tr(M, ¢))

s

Soient A et B dans S, (R). Comparer Tr(ABARB) et Tr(A2B?).

osw

Soit M € M, (C) symétrique. La matrice M est-elle diagonalisable?

sn)

Soit M € Mu(R) telle que M +'M = I,,. Montrer que det(M) > 0.
AQ: BA| (PLSR)

n
(a) Soit M = (M, j)i<ijgn € Mn(R). Montrer : |det(M)| < [] M; ;2.
=1 \li=1

nEN"

NgE!

(b) On suppose M inversible. A quelle condition y-a~t-il égalité dans la question précédente ?

s

(a) Soit M = (Ali,j)lgi,jén S S:(IR) Montrer que |det(M)| < H ]\Jj,j-

j=1

(b) On suppose M € S+ (R). Etudier le cas d’égalité dans la question précédente.

Z

Soient A = (4 ;)1<ij<n € Sn(R), A1,...,An ses valeurs propres comptées avec multiplicité.
Montrer que Y, A A= > N
1<i<j<n 1<i<j€n

(t)

Soient M € Sp(R), A\ < -+ < A, les valeurs propres de M comptées avec multiplicités, M’ € S,_1(R) la
matrice déduite de M en 6tant de M la premiere ligne et la premiere colonne, Aj < -+ < A _; les valeurs
propres de M’ comptées avec multiplicité. Montrer que A1 < A] KA <A, < < Apm1 €A < A

[Top,AQ,CD : 7| (PLSR)

Soient n € N*, » € {0,...,n}. On munit M,(R) de la norme euclidienne canonique, on note RF
I’ensemble des matrices de My (R) de rang majoré par r. On fixe A € M, (R).

(a) Montrer que la distance de A & R est atteinte.

(b) Calculer cette distance lorsque A € S} (R), puis dans le cas général.
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7

N

75

6

77

78

79

80

81

82

Analyse

o)

On appelle parfait de R toute partie non vide de R fermée sans point isolé.
(a) Donner un exemple de parfait d’intérieur vide de R.
(b) Donner un exemple de parfait de R ne coupant pas Q.

1)

On appelle parfait de R toute partie non vide de R fermée sans point isolé. Montrer qu'un parfait de R
n’est pas dénombrable.

isn)

Soit X une partie majorée de R4 contenant deux éléments distincts et telle que, pour tout (a,b) € X2,
Vab € X . Soient i et g les bornes inféricurc ct supéricurc de X .

(a) Montrer que X est dense dans [4, g].
(b) Montrer que X N (R\ Q) est dense dans [i, s].
(PLSR)
(a) Soit f une fonction continue de [0,1] N Q dans R. La fonction f est-elle bornée?
(b) Que dire si f est uniformément continue ?

5w

Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie, vy,...,v, des vecteursde E, C = Rivi+- -+ Ry v,.
Montrer que C' est fermé dans E.

(s

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, p une application continue de [0,1] dans L(E) telle
que Vt € [0,1], p(t)* = p(2).
(a) E Montrer que la fonction rg(p) est constante sur [0,1]; on note r sa valeur.

(b) Montrer qu’il existe r fonctions continues v1,...,v. de [0,1] dans E telles que, pour tout ¢ € [0,1],
(v1(t), ..., vr(t)) soit une base de Im(p(t)).

Z

(a) Montrer que 'on ne peut partitionner R? en cercles de rayons strictement positifs.
(b) Peut-on partitionner R? en disques ouverts de rayons strictement positifs ?
(c) (Infaisable : utilise implicitement le théoréme de Jordan.) On appelle triade toute partie de R?

homéomorphe & la réunion des trois segments reliant le point (0,0) aux points (0,1), (1,0) et (1,1).
Montrer que I'on ne peut partitionner R? en triades.

(z)
Soient n € N*, R, ’ensemble des polynomes unitaires de degré n de R[X] scindés sur R et :
An={()\1,...,)\n) Ean; )\1 < <)\n}

(a) Pour A = (A1,...,An) € Ap, s0it (X)) = [[(X — A;). Montrer que ¢ est un homéomorphisme de A,
i=1

sur R, .

(b) Pour S € Sn(R), soit v(S) le nombre de valeurs propres strictement positives de S. Si S € Sp(R)
et P € GL,(R), montrer que v (‘PSP) = v(S).

(c) Déterminer les composantes connexes par arcs de S,,(R)NGL,(R).

|T0p,AL,AQ : | (PLSR)

On fixe n € N*. Une matrice M de M,(R) est dite bistochastique lorsque tous ses coefficients sont
positifs ou nuls et que la somme de ses coefficients sur une ligne ou une colonne quelconque vaut 1. On
note D,(R) I'ensemble formé par ces matrices.

(a) Montrer que D,(R) est compact et connexe par arcs.

(b) On pose F : M € Mn(R) — (m?,)1<i j<n. Comparer F(On(R)) & Dn(R).
(c) Est-ce que F(On(R)) est dense dans D,(R) ?

(d) Est-ce que F(O,(R)) est connexe par arcs?
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s o)

Soient (E, || ||) un espace normé réel, C un compact convexe non vide de E. On appelle point extrémal
de C tout z € C tel que, pour (a,b) € C?, on ait I'équivalence = € [a,b] @ a =b = z.

(a) On suppose qu'existe une suite (L,)nen de formes linéaires continues sur E telles que l'on ait
(z=y)e¥neN, L,(z) = L,(y). Montrer que C posséde un point extrémal.

(b) L’hypothese d’existence de la suite (Lp)nen est-elle satisfaite en dimmension finie? Donner d’autres
exemples.
84 |Top,GA,AQ: 8| (PSLR)

On se donne un espace euclidien E dont la norme est notée IV, et G un sous groupc compact de GL(E).
Pour x € E, on pose |z| = sup N{g(x)).
geG

(a) Montrer que | || est une norme sur E.
(b) Montrer que ||g(x)|| = ||z|| pour tout = € E et tout g € G.
(c) Montrer que || || est strictement convexe, i.e. que I'inégalité triangulaire n’est une égalité que pour un
couple de vecteurs positivement colinéaires.
(d) Soient K un compact convexe non vide de E, f € L(E) telle que f(K) C K. Montrer que f a un point
k

fixe dans K. Ind. Fixer a € K et considérer,si k € N, z = ﬁ 3 fia).
i=0

(e) On suppose a présent que K est stable par tous les éléments de G'. Montrer que les éléments de G ont

un point fixe commun dans K. On admettra la propriété de Borel-Lebesgue : si (F;)icr est une famille
de fermés de K dont toute intersection finie est non vide, alors M;c;F; est non vide.

85 (PLSR)

On munit l'espace E = C([0,1],R) de la norme || |o. Soit g une application croissante de R

dans R. Etudier la continuité des applications Hy, H, H3 définies sur E de la maniére suivante :
L .

VieE Hi(f)= 3 A, Hy(f) = g(sup(f)), Hs(f)=inf{t € [0,1], f(t) = sup(f)}.

q
waenexne 9
p<g,phg=1

86 |Top,Red: aA| (SR)

Soit N : €* — R une norme.

On note Nop : Mp(€) — R4 appelée norme d’opérateur associée & N.
A — sup —(—YN(AX )
Xecn\{0} N

(a) Montrer que N, est une norme sur M, (C) vérifiant V(4, B) € Mp(C)?, Nop(AB) < Nop(A)Nop(B).
(b) Donner un exemple de norme sur M, (C) qui ne soil pas une norme d’opérateur.

(c) Soit T' € My(C) triangulaire supérieure. On prend ici N : X + [ 3 |ox|?. Pour u > 0 réel, on
k=1
pose Q, = Diag(1,4,...,u™ 1), Calculer la limite de NOP(QHTQEI) quand pu tend vers +oo.

d te p = ..
(d) On note p [max [tk k|

Montrer que pour tout réel € > 0, il existe une norme N sur C” telle que No,(T) < p +¢.
P

87 (PLSR)

Soit ¢ une fonction convexe de Ry dans Ry telle que ¢(0) =0.

(a) Montrer que ¢ est continue.

(b) On note E, I’ensemble des fonctions f: R — R continues par morceaux telles que o |f| soit intégrable
sur R. Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de RR si et seulement s’il existe C > 0 tel que :

Vo € R, ¢(2z) < Co(z).

s »

Soient n € N*, f une application continue de R™ dans R telle que, pour tout (z,y) de R™ x R",
t € [0,1] = f((1 — t)z + ty) est monotone. Montrer qu’il existe une forme linéaire ¢ sur R™ et une
application continue monotone ¢ de R dans R telles que f =go .
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so: [Trre] (50

" Soient E un espace vectoriel normé, a € E et f: E — R. On suppose que pour tout réel £ > 0, il existe
un réel 7 > 0 tel que Vz € B(a,r), f(z) = f(a) — €. Soit (Zn)nen € EN convergeant vers a.

m (inf f(xk)) existe dans RU {400} et que ngm (ﬁgaf(xk)) = f(a).

Ii
n——+oo \k2n oo

90 (F)
Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur R. Soit f : E — F telle que f(0) =0 et que pour tout
(z,9) € B2, |f(@) — f@)]l = 1z — u]l.

(a) On suppose que E = F' = R. Montrer que f est linéaire.

(b) On suppose que E = F' et que la norme est euclidienne. Montrer que f est linéaire.

(c) On suppose que [ est surjective. Montrer que [ est linéaire.

(d) Donner un exemple dans lequel f n’est pas linéaire.

(P)

Soit, pour n € N*, u, = max{z € R} ; z = nln(z)}. Donner un équivalent de us.

z

Soit m € N*. Trouver les (a1,...,anm) € U™ tels que la suite de terme général u, = , af converge.
k=1

Montrer que

9

[

9

[\

93 |Sn,IntS,Pol: 8| (L)

Soit f une fonction de classe C! & support compact de R dans €. Pour n € N*, on choisit une racine

o0
n-ieme primitive de 1 notée (, et on pose u, = % Y. Cﬁf (%) ;
k=—o0

Déterminer les valeurs d’adhérence de (un)n>1-

2

Soient s € R et (un)n>1 la suite définie par uy =1, ug = s et Vn € N¥, upyo = 222t

n

9

=~

Btudier la convergence de (un)n>1.

(PLSR)

Pour a,f et r dans RY, s dans ]0,1[, soit E,grs l'ensemble des suites (2n)npo d'éléments de Ry

9

o

telles que Vn € N*, z, < 25 + (1- n%) Zn_1. A quelle condition est-il vrai que tout élément de Eq 4.5
tend vers 0 7

96 (PLSR)
Pour d € N, soit N(d) le nombre de couples (m,n) de N* x N tels que n < m et (7") =d.
(a) Montrer que (3,7) — (HJ'J ) est strictement croissante en i et en j.
(b) En considérant B = min {b e N*; (be) > d}, montrer que N(d) = O(In(d)).

I

(c) Montrer que 2 3~ N(d) — 2.

ped z—4o00

o ] @
Soient (an)nz0, (bn)n>o deux suites d’éléments de Ry telles que ¥n € N, an41 € an + by et que 3 by
converge. Montrer que (an)n>0 converge.

. "

Nature des séries Y COS(I::(")) = mg“"(,f"("m et > cos(nﬁ) .

99 (P)
Soit (ak)k>1 une suite strictement croissante d’éléments de IN*.
Pour z € R, soit A(z) le cardinal de {k € N*; ar < z}.

p too
Etudier les liens entre les propriétés: 3 alk <400 et A(z) = o(z).

k=1 r—+too
”

Pour X € ]0,1], soit Ay l'ensemble des k de N tels que le nombre de 9 dans l’écriture décimale de %

soit majoré par Ang, oll ng est le nombre de chiffres de k. Etudier la sommabilité de (%)keAx .
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101 (PSLR)

Si f est une fonction de N dans R, soient P(f) et D(f) les fonctions de N dans R définies par :
Vz € R, P(f)(z) = % (fl@)+f(e+1)) et D(f)(x) = flz+1) - fa)
Montrer que, si n € N* et si f € RV, ona P™(f?) — (P"(f))? < 2P 1((D(f))?).

z

Soit f une fonction de R dans R admettant une limite & droite et une limite & gauche en tout point.
Montrer que I’enseimnble des points de discontinuité de f est dénombrable.

08 [Fa] (7
Soit f:]1/4,1[ = R’ continue telle que Vz € ]1/4,1[, 2f(® = f(z).

Montrer que f est uniformément continue.

104 [FIntS: BA| (PLSR)

Si f est une fonction de [0, 1] dans R, on note V(f) la borne supérieure de

n—1
{Z|f($k+1)—f($k)| sneN”, 0=z <z1 <+ <wn=1}-
k=0
Soit E l’ensemble des fonctions f de {0,1] dans R telles que V(f) < +o0.

1
(a) Montrer que, si f est de classe C! sur [0,1], f € E et V(f) =/ l].
0

(b) Donner une fonction f dérivable de [0,1] dans R telle que V(f) = +oo.

(c) Montrer qu’une fonction f de [0,1] dans R est dans E si et seulement si elle s’écrit comme différence de
deux fonctions croissantes de [0, 1] dans R.

)

Soient f et g deux fonctions convexes continues de [0, 1] dans R telles que :
Yz € [0, 1], max(f(z), g(z)) = 0.

Montrer qu'il existe A € [0,1] tel que Vz € [0,1], (1 = A)f(z) + Ag(z) = 0.

106 (P)

Déterminer les fonctions dérivables f de Ry dans R telles que :
=1 et Yz € Ry f@) ) < flzy).

107 (P)

Soient f une fonction dérivable de [0,1] dans R telle que f(0) =0 et f(1) =1, n € N*. Montrer qu’il

existe #1,...,%, dans ]0,1] et distincts tels que > 7% =n,
=1 ’

108 |FIntG: aA| (P)

Soient y une fonction dérivable de Ry dans R admettant une limite finie en +o0o, a une fonction
uniformément continue de R dans €, b une fonction continue de Ry dans € tendant vers 0 en +oc
telles que 3 = ay +b. Montrer que 3’ tend vers 0 en +co.

109 (P)

(a) Montrer qu'il n’existe aucune fonction f de R dans R dérivable sur R et telle que Vz € R, (fof')(z) = .
(b) Existe-t-il une fonction dérivable f de R% dans R’ telle que Vz € R}, (fo f)(z) =z ?

110 (P)

On considere n € N* et fi,..., f, des fonctions périodiques de R dans C telles que g = fi +--- + fn
tende vers 0 en +o00. Montrer que g = 0.
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)

Soit f une fonction continue de R dans C.

Pour t € R, soit f; la fonction définie par Vz € R, fi(z) = f(zx—1t).Sie >0 et T € R, on dit que T est
une e-presque période de f si ||f — fr]lco < €. On dit que f est presque périodique si, pour tout € >0,
il existe R > 0 tel que tout segment de longueur R de R contienne une e-presque période de f.

(a) Donner des exemples de fouctions presque périodiques.

(b) Montrer qu’une fonction presque périodique est bornée.

(c) Montrer qu’une fonction presque périodique est uniformément continue.

d) On suppose que [ est presque périodique.

( ppose g presque p q
Montrer que, si (tn)n>0 est une suite réelle, il existe une extraction ¢ telle que, pour tout € > 0, il
existe N tel que VY(p,q) € N%,p,g > N = I ft iy = Ftoe lloo < €. Quen déduit-on?

(e) La réciproque de la question précédente est-elle exacte ?

»

Déterminer ’ensemble des nombres réels ¢ tels qu'il existe une fonction deux fois dérivable f de R dans
R telle que /' > f+cet [ > f'+ec.

%

Soit f une fonction de classe C*° de [0,1] dans R telle que Vn € N, f (™) > 0. Que dire de I’ensemble
des zéros de f 7

114 [FIntS: gA| (P)

Soient f une fonction continue par morceaux et périodique de R dans €, g une fonction continue par
b

morceaux de [a,b] dans €. Pour A € R, soit I = / g(t) f(At)dt. Quelle est la limite de Iy lorsque A
tend vers +oo ? ‘

115 [F,IntS,Sf: 8| (L)

1
Soient B = C°([0,1],R) et, pour n € N et f € E, M,(f) :/ " f(t)dt.
0
(a) Soient f et g dans E telles que Yn € N, M, (f) = M,(g). Montrer que f =g.
(b) Existe-t-il f € E positive telle que Vn € N, M, (f) =exp (—-T—;) ?

(c) Existe-t-il f € E telle que Vn € N, Mp(f) = 15502 *

o)

Soient ¢ € C'(R,R) et convexe, E D’espace des fonctions continues par morceaux de [0,1] dans R.
1

1
Soit (Un)nen € EN et u € E tels que Vv € E, / Up — U .
0

n—4o00 0

1
On définit, pour f € E, L(f) = / @ o f Montrer que la suite (inf L(uk)) converge et que sa limite
0

zZn

est supérieure ou égale & L(u).

w

Soient (a,b) € R? tel que a < b, u une fonction de classe C? de [a,b] dans R, telle que u(a) = u(b) =0
by,
|u_|_ > —— . Le facteur 4 est-il optimal 7

et que Vz € ]a, b, u(z) > 0. Montrer que / —

®

Soit f une fonction continue de [—%, %] dans R.

3/2 1
Montrer que / zf (32 — 22%)da — 2/ o f(3z? — 22%)dz.
0

—1/2
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[Int8,Sn,AG : 8] (PLSR)

Le but de I'exercice est de montrer que In(2) est irrationnel. On raisonne par ’absurde en considérant a
et b dans N* tels que In(2) = £.

z" Cn
14z

i ppem(1,2;...,m)

do = (~1)"In(2)

1
(a) Pour n € N, montrer qu’il existe ¢, € Z tel que /
0
(b) Soient n € N* et P, = & (X"(1— x)m™
1
P An
Montrer qu’il existe A, € Z* tel que / (z)

o 1+~ bxppem(1,2,...,n)
(c) Soit, pour n € N, m, le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux & n. On admet que 7, ~ ﬁ“}

Montrer que, pour n assez grand, ppem(1,2,...,n) < 3™.
(d) Conclure.

(SR)

Soient f et g deux fonctions croissantes de [0,1] dans R, continues par morceaux, telles que
f(0)=g(0)=0, f(1)=¢g(1)=1.Onpose h=f—g.

1 1
On note d(f,g)zmin{ / (h—)\)2;)\eR},w(f,g)=min{/ |h—)\|;/\ER}.
0 Jo

(a) Justifier les définitions de d(f,g) et w(f,g).
(b) Calculer d(f,g).

(c) Montrer que w(f,g) < d(f,g) < +/2w(f,g).
(d) (HP) Calculer w(f,g).

On introduira Ay = inf{)\ €eR; /01 Tirys>adt < %} et A1 =sup {)\ eR; /01 Tn@y<ndt > —;—}, et l'on
montrera que Ao = A1.

W
Soit f: R — R de classe C? et 2m-périodique telle que : Vz € R, (f(z), f'(z)) # (0,0).

(a) Montrer que 'ensemble Z des zéros de f sur [0, 27 est fini.
(b) Soit g une fonction de classe C! de R dans R tendant vers 1 en -+co, vers —1 en —oo.

Montrer que |Z| = -3 /027r g <f7/(w)> (f7,> (z)dz.

2T e p P2
(c) Montrer que |Z| = _%/0 ff2f+ f]; .

o)

Soit f une fonction de R dans R intégrable sur tout intervalle borné. Si I est un segment de R, on

note £r la longueur de I. Si ¢; > 0, on note f; = % / f. On dit que f est d'oscillation moyenne bornée
I

et on note f € OMB si sup in£ % / |f — ¢| < +oo, la borne supérieure étant prise sur l'ensemble des
I cc€ I
segments de R de longueur strictement positive.

(a) Montrer que f € OMB si et seulement si SLIIP % / |f = f1] < +oo.
I

(b) On pose f(t) =1In([t|) si t#0, f(0) = 0. Montrer que f € OMB.
(¢) La fonction t € R~ 1;50f(t) est-elle dans OMB ?

ItS,STED : 3| (P)

1 11—z l-zTpn_1
Soit (p,,) € RN définie par po =p; =1 et, pour n > 2, p,, =/ (/ / dz,dz,_1.. ) dz; .
0 0 0

—+o0
Calculer > pn(w/6)™.

n=0
124 (P)

Soit f une fonction continue et de carré intégrable de R, dans R.

T
Déterminer la limite en +oc de =+ e‘m/ f(t)etdt.
0
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w

d
Soit Pe C[X) dedegré deN : P= 3 agX* = a4
k=0 J

Montrer que M(P) =exp | & In!{P(e®)|dt ).
2m

2

Soient X une partie non vide d’un espace normé, (fn)n>1 une suite de fonctions continues de X dans R.

d
(X — zj). On pose M(P) =l|aq| [] max(1,]|z]).

j=1

=N

(a) On suppose que {(fn)n>1 converge uniformément sur X vers une fonction f. Montrer que f est continue.

(b) On suppose que X est compacte et que, pour toute suite (z,)n>1 d'éléments de X et tout z de X tels
que T, =, on a fn(z,) = f(z). Montrer que [ est continue et que la convergence est uniforme.

®

Soit f une fonction de R dans R. On suppose qu’il existe une suite (Py)n»0 de polyndmes & coeflicients
dans Ry convergeant simplement vers f sur R. Montrer que f est de classe C* sur R.

®

Quelles sont les fonctions de [—1,0] dans R qui sont limite uniforme sur [—1,0] d’une suite de polynémes
& coeflicients dans R 7

129 (PLSR)

(a) Construire une fonction f de classe C*° de R dans [0,1] telle que
RO R O e

(b) Soit (ak)ken € RN,
Construire une fonction f de classe C®° de R dans R telle que Vk € N, f(*)(0) = ay.
130 [SfIntSIntG : a A| (SR)
Soit o € R\ Q.

N . .
(a) Pour j € Z et N € N*, calculer Y eZmika,
k=1
(b) On appelle polynéme trigonométrique toute combinaison linéaire & coeflicients complexes de fonctions
de la forme t — €% ot k € Z. On admet que les polynémes trigonométriques forment une partie
dense de I'espace vectoriel des fonctions continues et 1-périodiques de R dans €, muni de la norme de la
convergence uniforme.
1

N
Soit p : R — € continue et 1-périodique. Montrer que % ST plka) —»
k=1 N—+4o00 0

N
() Soit ¢ :]0,1[ — Ry continue d’intégrale divergente sur ]0, 1[. Déterminer la limite de & >~ @(ka— ko))
k=1
quand N tend vers +o00.

131 (PLSR)

Soient n € N* et, pour p € N*, f, l'application de M,(R) dans lui-méme définie par :
A P
VA € M,(R), fp(4) = (In + ;) .

(a) Montrer que (fp)p>1 converge uniformément sur tout compact de My(R) vers une fonction & préciser.

(b) Montrer que V(4, B) € M,(R)?, (exp (%) exp (%))p — exp(4 + B).

Z

Soient (Pp)en et (Qn)nen les deux suites de fonctions de [0,1] dans R définies par Py = Qo = 0 et,
T 2 T 2

pour neNetme[O,l],Pn+1(x)=(1—x+/ Qn> ,Qnﬂ(ac):l—(l—/ Pn) .
0 0

1 z 3
Calculer lim/ (1 -z +/ Qn> .
0 0
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133 |SfIntS: A | (L)

+o0
Soit k € N, (@n)n>r+1 une suite réelle telle que > |ay| convergeet, pour z € R, f(z) = >. a,cos(nz).
n=k-+1
Minorer le nombre de zéros de f sur [—m, 7.

w

Soient k > 4 un entier pair,  'ensemble des z € C tels que Im(z) > 0.
(a) Justifier I'existence et la continuité de la fonction f définie par Vz € Q, f(2) = m :
2
(m.n)eZ?\{(0,0)}
(b) Montrer que f(2) —  2((k).

Im(z)u——vy-{»oo

(c) Quel est le comportement de f(z) lorsque z tend vers un nombre réel ?

%

Soient (fx)ren et (gr)ren deux suites d’éléments de R’ , 7y et r4 les rayons de convergence respectifs

de Y fra® et 3 grz®. On suppose que Ty <14 et que la suite (—L> . converge.
ne

frnt1

Montrer qu'il existe a et b dans IRfF tels que Vn € N, g, < afne_b”.

136 [SEAL:B8A]| (L)

4o

Soit (an)nzo0 € ™. Montrer que la série entiere f:z+— > a,z" représente une fraction rationnelle dans
n=0

un voisinage de I'origine si et seulement si le déterminant de la matrice (a;4;-2)

d’un certain rang.
137 |[SE,F: 8| (P)
+oo zk> 1w

Déterminer la limite en +o00 de ( 3

138 (PLSR)

Existe-t-il une fonction g : Ry — R telle que, pour toute fonction f: R — R somme d’une série entiere,
on ait f(z) = o(g(z)) quand z tend vers +o0 ?

W

Si n € N, une permutation de {1,...,2n + 1} est dite zigzagante si, pour tout k € {2,...,2n},
(o(k+1)—0o(k))(c(k)—o(k—1)) < 0. Onnote T, le nombre de permutations zigzagantes de {1,...,2n-+1}.

+00
4 o e DS i 2n41
Déterminer la somime de ]a série entiere Zn+1)! z 5

n=0
Z

Soient f et g deux fonctions de R dans €. On suppose que f est développable en série entiere au voisinage
de tout point de R et que (f (”))n>0 converge simplement vers g. Que dire de g ?

@

1 74
Déterminer la limite de ) / A'Y*dz lorsque A tend vers +oo.
1

)

1
Donner une expression de / x®dxz comme somme d’une série rapidement convergente.
0

(P)

Soient m € N*, aq,...,a,_1 des nombres complexes.
m—1 .
Résoudre ’éguation différentielle y(m) + > ajy(]) =0.

7=0
144 (ED,Red: 8A| (PLSR)
On pose, pour A et B dans M,(C), [A,B] = AB — BA. Soient n € N*, A : R —» M,(C) de
classe C'. On suppose qu’existe une application continue B de R dans M, (€) telle que, pour tout t € R,

A'(t) = [A(t), B(t)]. Montrer que le polyndme caractéristique de A(t) est indépendant de .

1<i j<n St nul a partir

e
—

14

=

14

w
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145 (ED,AQntS: 8| (L)
Soient 7 € N*, A: R = M,(R) dérivable vérifiant Vt € R, A'(t) = *A(t)A(t) — A(t)'A(t). Déterminer la
t
limite de % / A(u)du quand ¢ tend vers +oo.
0

146 |F,ALED: | (L)
Soient E 1’espace des fonctions de classe C*® de R dans C. Pour a € R et f dans E, soit f, 1’élément
de E donné par Vo € R, fu(z) = f(z — a). Déterminer les f € E tels que Vect{f, ; a € R} soit de
dimension finie.

147 (P)
Soient a et r deux fonctions continues de Ry dans Ry. On suppose qu’il existe M > 0 et € > 0
tels que, pour tout ¢t > M, t > r(t) + €. Soit z une fonction dérivable de Ry dans R telle que

t
Ve Ry, @'(t) = a(t) z(t —r(l)). Moutrer que { — w(l)exp <—/ u) adwel une limite finie en +oo.
0

148 |[CD,ED,Pol: 8| (L)
Soient k € N*, f une fonction de classe C? de R® dans R.
Montrer qu'’il existe une forme linéaire ¢ sur R* et un nombre réel c tels que f = cf* si et sculement f

2
est un polynéme homogene de degré k tel que g;é%zé — (%26%) =0.

149 ITop,CD,GA : BA| (SR)
Soient (E,{, )) un espace euclidien, C' un compact non vide de ¥, d¢ la fonction définie par :
Vz € E, do(z) = d(z, C).
(a) Montrer que d¢c est bien définie et lipschitzienne.
(b) On suppose que z € E\ C est tel que {c € C; dc(x) = ||z — ¢||} est de cardinal au plus 1.
Montrer que de est différentiable en x.

(c) On suppose que C est convexe.
Montrer que I’hypothese de la question précédente est satisfaite pour tout z € E\ C.

150 |[CD,IntG: SA| (L)

Soit f € C2?(R* /R). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout (z,y) € R?,
m

lapplication r € Ry — / Sz +rcos(d),y + rsin(f))de soit constante.

L

(b) Calculer/ °(9) cos(sin(6))d6.

-
Géométrie

(58

Soient m > 2 un entier, n points en position générale sur un cercle. On trace tous les segments reliant
deux de ces points. Quel est le nombre de points d’intersection ?

152 (7)

Soient a > 0 et C un cube de co6té a. Déterminer la longueur minimale d’un chemin tracé sur les faces
de C et rencontrant chacune des six faces.

2

On munit R? de sa structure euclidienne canonique.

(a) Soit n = 3 un entier. Montrer qu’il existe n points distincts de R?, non alignés, & distances mutuelles
entieres.

(b) Soit E une partie infinie de R? dont deux points quelconques sont & distance entiere. Montrer que E est
contenu dans une droite.

154 lGA,CD,HP Dy | (SR, infaisable vu les programmes actuels)
Soit C une partie convexe de R? dont la frontidre est I'image d’un arc régulier. Pour r > 0, soit Cp

I’ensemble des z € R? tels que d(z,C) < r. Calculer le périmeétre de C, en fonction de celui de C' et
de r.
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155 (SR)

Si A et B sont deux parties non vides d'un R-espace vectoriel, on pose : A+ B = {a+b; (a,b) € Ax B}.

Soit P un polygone convexe plein de R%. Montrer que P admet un centre de symétrie si et seulement s’il
existe des segments S1,...,Sm de R? tels que P =351+ + Sp.

Probabilités

Z

Soit (Xn)nen une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur {—1,1}.
Soit A €1]0,1].

+oo
{a) Montrer que, pour tout réel ¢, 'ensemble A; = (Z A X, < t) est un événement.

n=0

(b) Montrer que la fonction ¢ € R — P(A¢) est continue.

157 (PLSR)

Pour n € N*, soient ¢, une permutation aléatoire suivant la loi uniforme sur S,, pn la probabilité que
on admette un cycle de longueur strictement supérieure & n/2. Déterminer p, et étudier la convergence

de (Pn)n31-

158 (PLSR)

Soit X une variable aléatoire réelle.
(a) E On suppose que E(X?) < +00. Quels sont les = € R tels que E((X — z)?) soit minimal ?
(b) On suppose que E(]X|) < +00. Déterminer les z € R tels que E(|X — z|) soit minimal.

159 (L)
Soit f la fonction de [0,1] dans [0,1] définie par Vz € [0,1], f(z) = 42(1 — z).
Pour n € N*, soit f* = fo---of (n fois).
(a) IE Soit z € [0,1]. Montrer que (f™(z)),>1 converge si et seulement si elle stationne.

(b) Soient m € N*, X,,, une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {0,...,m}. On note p,, la proba-

bilité que la suite (f™ (sin? (%)))TL?1 converge. Calculer pyy,.
(c) Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0,1] (définition donnée par l'interrogateur).

Déterminer la probabilité p que la suite ( bk (sin2 (X )))n>1 converge.

160 |Pr,SnSE: g| (P)

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN non presque siirement nulle. On suppose qu'il existe ¥
indépendante de X, suivant la méme loi, et telle que P(X +Y > z) 5 2P(X = z).
T—r+00

(a) Montrer que P(X > ) = PX zz-1).

(b) Montrer que e** n’est d’espérance finie pour aucun réel A > 0.

161 (PLSR)

(a) Soit A une partie de R™. Soit = dans l'enveloppe convexe de A. Montrer que = peut s’écrire comme
combinaison convexe d’une famille de n + 1 points de A.

(b) On munit R™ de sa structure euclidienne standard. Soit 7' une partie de la boule unité fermée, et z un

point de I'enveloppe convexe de T'. Montrer que pour tout k € IN* il existe une liste (z1,...,x;) € T*
k
1 ; 1,
telle que Hx - Eizzlxz <7
Ind. Introduire des points deux & deux distincts y1,...,yp de T et des réels positifs Aq,..., A\, tels

D P
que £ = Y Ny et 1 = 3 A, puis considérer une variable aléatoire X telle que P(X = y;) = \; pour
i=1 i=1

tout 7 € [1,p].
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162 (SR)

Une famille (z1,...,zx) de réels est dite & sommes distinctes lorsque Papplication I € P([1,k]) — > z;
i€l
est injective. Pour n € IN*, on note f,, le plus grand entier k > 1 pour lequel il existe (z1,..., %) € [1, n]]k

3 sommes distincles.
(a) Montrer que f, = 1+ [logy(n)].
(b) Soient (z1,...,zx) € [[1,71]]’C 3 sommes distinctes, X1,...,X des variables aléatoires indépendantes
k
suivant la loi de Bernoulli de parametre 1/2, X = Y #:X;, A € R}
i=1
(i) Montrer que IP’<|X —E(X)| < Lﬁ) >1- 3%

(i) Montrer que ]P’(|X - E(X)| < MQ\/Z) < —_k_)‘n\fﬂ'

(iii) En déduire unc majoration de f,,.

163 (PLSR)

Pour z € R, soit {z} = z — |z]. Une suite réelle (zn)ncn est dite équirépartie modulo 1 lorsque, pour
tous a < b dans [0,1], £[{k € [1,n], a < {zx} <b}| — b—a. On admet que cette condition est
n——4o0o
n

s . N * 1 2ivmxT
équivalente & Vp € N, = 1;;:1 2Pk o 0.

(a) Soit « un irrationnel. Montrer que la suite (na)sen est équirépartic modulo 1.

(b) On fixe (i,j) € N* x [0,9]. Pour tout n € N*, on se donne une variable aléatoire X, suivant la loi
uniforme sur [1,n], et on note 8, la probabilité de I'événement < le i-&me chiflre de 2%n en base 10 (en
partant de la gauche) est j ». Montrer que (8,), converge et préciser sa limite.

164 (PLSR)

Dans les deux premieres questions, on fixe un entier n > 1 et un réel p € 0, 1[. On se donne une famille
1id. (Xij)igicjgn de variables de Bernoulli de parametre p.
Etant donné w € ), on obtient le graphe G(w) dont ’ensemble des sommets est [1,n], et I'ensemble des
arétes est {{i,j}|1< i< j < ntel que X, ;(w) =1}.

(a) Donner la loi de la variable aléatoire égale au nombre d’arétes du graphe G.

(b) On note Z, le nombre de sommets isolés du graphe G. Déterminer I’espérance et la variance de Z,,.

() Soit ¢ > 0. On fait maintenant varier n et on prend p égal & p, = ¢ 2% pour n assez grand. Etudier

“n
le comportement asymptotique de la suite de terme géunéral P(Z, = 0).

®

Soient n € N*, p € [0,1], (4;;)1gijgn une famille i.i.d. de variables aléatoires suivant chacune la loi

B(p). On note A= (Ai;j);¢, j<n- Calculer E(det(A)) et E(det(4)?).

"
Soient (Xj)ren+ une suite i.i.d. de variables de Rademacher, € € RY..
Pour n € N*, soit pr, = P(|Sn| = ne | Son =0).
(a) Montrer que p, — 0.

(b) Majorer au mieux asymptotiquement p, .
167 |[Pr: «| (PLSR)

Soient n € IN*, o une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur S,. Pour 1 < ¢ < n, soit X;
i—1
I'indicatrice de 'événement [ (o(J) < o(4)).
j=1
(a) Déterminer la loi de Xj.
(b) Montrer que X,-1 et X, sont indépendantes.
(c) Montrer que Xj,..., X, sont mutuellement indépendantes.

168 (7)

On considére une suite infinie de tirages & pile ou face avec une piéce équilibrée. On considére la variable
aléatoire T' donnant le premier instant k pour lequel il existe 7 € [1,k — 1] tel que k — 4 soit pair, les
lancers aux instants & et ¢ aient donné face, et les lancers & tous les instants strictement compris entre k
et 4 aient donné pile. Montrer que 7' est d’espérance finie, et calculer son espérance.
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169 (P)

On lance une piece équilibrée jusqu’a ce que le nombre de Pile soit égal au double du nombre de Face.
Quelle est la probabilité de ne jamais s’arréter ?

170 (PLSR)

Soit E un ensemble non vide au plus dénombrable. Etant donné deux lois de probabilité u et v
sur (E,P(E)), on pose d(u,v) = sup |u(A4) — v(4)].
ACE

(“

(a) Soient X et Y deux variables aléatoires.suivant respectivement u et ». Montrer que :

)= s [RUCO) =BG = 5 3 Ju(eh = vl

2 f:E—[-1,1 zcE

(b) On supposeici E = N. Etant donné des lois de probabilité P,..., P, sur (N,P(N)), onnote Py ---% P,
la loi de la variable X; +--- 4+ X, ot Xi,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement F,..., P,. Soient pi,...,tn,v1,...,vy des lois de probabilité sur (N,P(N)). Montrer

n
que d{py * -k pp, 1 % Kk vy) < d(g, vg).
i=1

171 (L)

Soient p € ]0,1[, (Bx)k>1 une suite ii.d. de variables de Bernoulli de parametre p. La suite (X, )n>1 est
définie par X; =0 et par Xpy1 =0st B, =0, X471 =14+ X, si B, = 1. Soit f une fonction bornée

1 n
de N dans R. Déterminer m € R tel que, pour tout € > 0, on ait ]P’( = > f(Xg)— m’ > e) — 0.
T k=1

172 (P)

Soit (X7 )n>1 une suite i.i.d de variables aléatoires a valeurs dans Ry.. On suppose que, pour tout z € Ry,
P(X; > z) > 0. Z
Montrer ’équivalence entre les conditions suivantes :

(i) pour tout réel a > 1, on a P(X7 > ax) z—ioo o(P(X1 > z)) ;

(ii) il existe une suite (by)n>1 divergeant vers +oo et telle que, pour tout € > 0,
= max X; — 1‘ > e) — 0.

(
7 1gign n—+oo
173 |Pr:~| (P)

Soit (en)n>0 une suite i.i.d. de variables de Rademacher, (X,)n>0 une suite de variables aléatoires telle
+oc
que Xg=0, X1 =1et Vn €N, X, 2 =|Xpnt1 + enXn|. Montrer que ]P’( N (Xn # 0)) €10,1].

n=1
174 (PLSR)

Soient (zo,7) € (R%})?, p € 10,1], (G, 41,...,4q,...) une suite de variables aléatoires indépendantes
dans laquelle G suit la loi G(1 —p) et chaque A, suit la loi B(p). On construit une suite (X,)nen par
récurrence en posant X, constante de valeur zg et X, = 224~+1=1X_ pour tout n € N.

On pose enfin Xg : w = Xg)(w) et ap = P(X¢ > 7). Déterminer la limite de ap quand p tend vers 17,




