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MEMO DETERMINANTS 1. Déterminants

I. Déterminants

(K, +, x) désigne un sous-corps de €, n un entier naturel non nul et (E,+,-) un espace vectoriel
sur K de dimension n. On note B = (e, e2,...,e,) une base de E.

I.1 Formes n—linéaires alternées sur F

Définition 1 Une application ¢ : E™ — K est appelée une forme n—linéaire sur F si elle est
linéaire par rapport & chacune de ses variables.

Proposition 1.1  L’ensemble L, (E) des formes n—linéaires sur E est un espace vectoriel sur K
(en tant que sous-espace vectoriel de K? ).

Remarque 1.1  Pour 0 € S, et p € L,(E), on définit o * ¢ € L,(E) en posant
V(@1,...,20) € E™, 0% 0(x1,. .., n) = @ (To(1), - - - To(n))

On a alors les propriétés suivantes :

e Vo €8, Vp,09 € Li(E),VAEK, 0x (A +¢y) =A@, + 0%y

o Vo,p €Sy, Vp € Ly(E), (6p)*p=0x(p*p)

Définition 2 Une forme n—linéaire ¢ sur E est dite :

o antisymétrique lorsque Vo € Sp, o xp =¢(0) ¢

e alternée lorsque pour tout n—uplet (z1,2s,...,z,) de E™ dont deux vecteurs sont égaux, on a
o(r1,x2,...,2,) =0.

Proposition 1.2 Soit ¢ € L,(E). Si ¢ est alternée, alors ¢ est antisymétrique.
Réciproquement, comme K est un sous-corps de C, si ¢ est antisymétrique, alors ¢ est alternée.

Proposition 1.3 L’ensemble A, (E) des formes n—linéaires alternées sur E est un sous-espace
vectoriel de L, (E).

1.2 Déterminant dans la base B

Théoréme 1 [ existe une et une seule forme n-linéaire alternée sur E prenant la valeur 1 sur B.
Elle est appelée déterminant dans la base B et notée detg.
Le K— espace vectoriel A, (E) est une droite vectorielle (c’est la droite vectorielle engendrée par
detg) et on a : ‘ Vo € A, (E), ¢ = (e, ea,...,e,) detg ‘
n
Pour tout (z1,...,2,) € E"™ avec ¥j € [1,n], z; = Zaij e; le scalaire detg(xy,...,x,) est appelé
i=1
déterminant dans la base B du systéme de vecteurs (x1,...,2,) et a pour expression

detp(w1,...,2,) = Z £(0) A10(1) A25(2) - - Ono(n) = Z €(0) (1)1 Ao (2)2 - - - Ao (n)n

O'ESn UESn
Proposition 1.4  Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme de vecteurs (x1,...,2n)
soit libre (et donc une base de e) est : detg(xy,...,x,) # 0.
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MEMO DETERMINANTS 1. Déterminants
1.3 Déterminant d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Théoréme 2 Soit f € L(E). Il existe un et un seul scalaire, appelé déterminant de f et noté

det(f) tel que Vo € A, (E), V(z1,...,2,) € E™, o (f(x1),..., f(xy)) = det(f) o(z1,...,2n).
On a Uexpression de det(f) suivante| det(f) = detg (f(e1),---, flen)) ‘

Proposition 1.5 On a les propriétés suivantes :
o det(idg) =1

e YA e K, Vf e L(E), det(\f) = A" det(f)

o Vf g€ L(E), det(go f) = det(g) det(f)

Proposition 1.6  Soit f € L(E). Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit inversible

est det(f) # 0.
Dans ce cas, on a | det(f~1) = (det(f)) " |

Définition 3 L’application GL(E) — K* est un morphisme de groupes. Son noyau est

[ — det(f)
un sous-groupe de GL(E) appelé groupe spécial linéaire de F, noté SL(E).

Ainsi SL(E) = {f € L(E) | det(f) =1}

Définition 4 Soit A = (a;;) € M,,(K). On appelle déterminant de A, noté det(A), le déterminant
du systeéme de vecteurs colonnes de A dans la base canonique de K".

a1 a2z v ot Qin

a1 a2z A2n
On note aussi det(A4) =

anl e e e ann

Proposition 1.7 Mémes notations et hypothéses. On a

det(A) - Z E(U) Alo(1) A20(2) -+ - Ano(n) = Z 5(0—) A5(1)1 Ao (2)2 - - - Ao (n)n
UESn O'ESn

et notamment ‘ det(A) = det(*A) |

Regles de calcul :

e Lorsque l'on échange deux lignes (ou deux colonnes) d’une matrice, son déterminant est changé
en son Oopposé.

e Le déterminant d’une matrice est fonction linéaire de chacune de ses lignes (ou colonnes).

e Le déterminant d’une matrice est inchangé lorsque 1’on ajoute & une ligne (ou colonne) une com-
binaison linéaire des autres.

Proposition 1.8 Soit f € L(E). Le déterminant de f est égal au déterminant de la matrice
représentant f dans une base arbitraire de E.

Proposition 1.9
e det(l,) =1
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MEMO DETERMINANTS 1. Déterminants

o VA e K, VA € M, (K), det(A A) = \" det(A)
e VA, B € M, (K), det(A B) = det(A) det(B)

Proposition 1.10  Soit A € M, (K). Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit in-
versible est det(A) # 0.

Dans ce cas | det(A™1) = (det(A)) ™" |.

Définition 5 L’application GL,(K) — K* est un morphisme de groupes. Les matrices
A — det(4)

carrées d’ordre n inversibles de déterminant égal & 1 constituent un sous-groupe de GL,,(K) appelé

groupe spécial linéaire d’ordre n et noté SL,(K).

Proposition I.11  Formules de Cramer.
Considérons le systéme de Cramer AX =b, d’inconnue X € My, 1 (K) ; il admet une et une seule
solution. Celle-ci peut étre calculée o l'aide des formules dites de Cramer

Vj e [1,n], z; = (det(A)) " det (C1,Ca, ..., Cj_1,0,Cji1, .., Cy)

ot C1,Cy,...,C, sont les vecteurs colonnes de la matrice A.
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II. Méthodes de calcul des déterminants

Théoréme 3 Soit p,g € N*, n =p+q et M € M, (K) de la forme M = < (é) g >avec

Ae My(K) et Be My(K). On a alors‘ det(M) = det(A) det(B) |

Corollaire I1.1 Le déterminant d’une matrice triangulaire (notamment diagonale) est le produit
de ses termes diagonaux.

Désormais A désigne une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K, A = (a;;)i<i j<n-

Définition 6 On appelle mineur relatif au terme a;; de la matrice A le déterminant D;; de la
matrice extraite de A en en supprimant la i"¢ ligne et la j7*¢ colonne.
On appelle cofacteur du terme a;; le scalaire A;; = (—1)tJ Dy;.

Proposition II.1  Pour tous i,j € [1,n] on a|det(4) = Zakj Ay = Zaik N |-
k=1 k=1

On dit que l'on effectue le développement de det(A) suivant la j™° colonne ou suivant la i™° ligne.

Définition 7 On appelle comatrice de A la matrice des cofacteurs des termes de A, notée com (4),
c’est-a-dire com (A) = (Aij)léi,jén-

Proposition I1.2  On a| Atcom (A) = tcom (A) A =det(A) I, ‘

Notamment, si A est inversible | A=! = (det(A)) ™" tcom (A) |.

Exemple 1 Déterminant de Van der Monde.

Etant donnés des scalaires aq,am,...,q, on a
n—1
1 ay -+ ay”
= I (oj—a)
D : 1<i<j<n
—1
1 ap -+ ap
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