Formulaire de trigonométrie hyperbolique

MP 20-21

1 DEFINITIONS

La fonction cosinus hyperbolique, notée ch, est, par définition, la partie paire de la fonction
exponentielle, c’est-a-dire

1
Vo € R, ch(z) = 3 (e +e™™)
La fonction sinus hyperbolique, notée sh, est, par définition, la partie impaire de la fonction
exponentielle, c’est-a-dire
Vx € R, sh(z) =

N =

(=)

T

Pour tout réel x, on a alors ch(x) + sh(x) = e* et ch(z) — sh(z) = e™* et en multipliant ces

relations terme & terme, on obtient

ch?(z) —sh2(z) =1

Les fonctions ch et sh sont dérivables et on a
Vz € R, ch/(z) =sh(z) sh’(z) = ch(z)

La fonction tangente hyperbolique, notée th, est définie par

sh(z)
V. R, th(x) =
z € R, th(z) oh(z)
C’est une fonction impaire vérifiant
2x
e’ —1
Ve € R, th(z) = ———
o » thiz) e2r 4+ 1
et
Vr € R, [th(z)| < 1
La fonction cotangente hyperbolique, notée coth, est définie par
ch(zx) 1
¢ coth(@) = 51 = thiz)
C’est une fonction impaire vérifiant
Vo € R*, coth(x) = ]
et

Vz € R*, |coth(z)| > 1
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2 TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE

2.1 Formules d’addition
On a la relation suivante :
Va,b € R, ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b)
qui nous permet d’obtenir celles-ci (comment ?) :
ch(a — b) = ch(a) ch(b) — sh(a) sh(b)
sh(a + b) = sh(a) ch(b) 4 ch(a) sh(
sh(a — b) = sh(a) ch(b) — ch(a) sh(b)

ainsi que
th(a) + th(b)
1+ th(a) th(b)

th(a) — th(b)

th(a +b) = 1 — th(a) th(b)

th(a —b) =

2.2 Transformation d’un produit en somme

Soient a,b € R. On a :
ch(a) ch(b) = % (ch(a + b) + ch(a — b))

sh(a) sh(b) = % (ch(a + b) — ch(a — b))

sh(a) ch(b) = % (sh(a +b) + sh(a — b)

~—

2.3 Transformation d’une somme en produit

Soient p,q € R. On a :

ch(p) + ch(g) = 2 ch (%) ch (¥>
ch(p) — ch(q) = 2 sh (#) " (¥>
sh(p) +sh(g) = 2 sh (p_‘;q) h <¥)
sh(p) —sh(q) =2 sh (p - q) h <p+ q)

2.4 Formules de argument double

Pour tout réel x, on a :

ch(2z) = ch?(z) +sh?(z) =2 ch?*(z) -1 =1+2sh?(z) = % :}1128
ainsi que 2 i)
sh(2z) = 2 sh(z) ch(z) = Tt ()
et
2 th(x
th(2a) = #h(z(%x)
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2.5 Formules de argument multiple

Si m est un entier naturel, on a une formule similaire & la formule de Moivre puisque
Ve € R, (ch(z) + sh(z))™ = €™ = ch(ma) + sh(mz) .

En développant par la formule du binéme, et en identifiant les parties paire et impaire des
expressions, on aboutit a

ch(mz) = ( 2”; ) ch ™ 2%(z) sh?*(x)
k=0
h _ O m [ m—2k—1 | 2k+1
shima) = 32 { )7y e () sh 1 (z)
puis a )
el ( kﬂ:— ) th2k+1(:c)
th(mzx) = F=0 |




